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ration unberiihrt. Diese Eigenschaft wird Konsistenz genannt. Daher verwendet man
fiir verteilte Hash-Tabellen mitunter auch den Begriff Consistent Hashing.

Wenn die Hash-Funktion die Daten gleichmifig auf das Quadrat verteilt, muss
nur noch gewihrleistet werden, dass den Peers gleich grofle Bereiche zugewiesen
werden, um die Daten gleichmifig auf die Peers zu verteilen.
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Abb. 4.2. Zuordnung von Daten zu Peers im CAN.

4.2 Einfiigen von Peers

Zu Beginn besteht ein CAN aus nur einem Peer, der das gesamte Quadrat () verwal-
tet. Wir beschrinken uns zunichst auf den Fall, dass nur neue Peers hinzukommen
und keine Peers das Netzwerk verlassen.

Jeder neue Peer wihlt zuerst einen zufilligen Punkt im Quadrat . Dann kontak-
tiert der neue Peer den fiir diesen Punkt z zustéindigen Peer. Das ist der Besitzer des
z umgebenden Rechtecks. Diese Kontaktaufnahme geschieht durch die Suchfunk-
tion, die wir spiter erlautern. Nun wird dieses Rechteck halbiert. Wenn es sich um
ein Quadrat handelt, dann zuerst vertikal entlang der y-Achse und bei einem Recht-
eck entlang der x-Achse. In Abbildung 4.3 wird dargestellt, wie dieser Prozess das
Quadrat immer weiter in kleinere Rechtecke unterteilt.
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Nach der Unterteilung wird auch die Netzwerkstruktur entsprechend der neuen
Nachbarschaft angepasst. Wir wenden uns zunéchst der Frage zu, wie gleichméBig
die Daten durch diese Einfiigeoperation auf die Peers verteilt werden.

Der Anteil der Daten eines Peers ist erwartungsgeméil proportional zur Fliche
des von ihm verwalteten Rechtecks. Zwar ist jeder Eintrittspunkt gleichwahrschein-
lich, so dass grofie Rechtecke beim Einfiigen weiterer Peers mit hoherer Wahrschein-
lichkeit geteilt werden als kleine, eine vollkommen gleichmifBige Aufteilung ist je-
doch sehr unwahrscheinlich.

Wir betrachten einen Peer p mit Rechteck R(p) in CAN. Sei A(p) die Fliche
dieses Rechtecks. Das folgende Lemma liefert eine obere Schranke fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dass das Rechteck R(p) nicht weiter unterteilt wird, wenn n weitere
Peers eingefiigt werden.

Lemma 4.1. Sei Pg ,, die Wahrscheinlichkeit, dass ein Rechteck R mit Fliche A(R)
nach dem Einfiigen von n Peers ungeteilt bleibt. Dann gilt

Pr, < e—nA(R) .

Beweis. Wir betrachten ein Rechteck R mit der Fliche ¢ = A(R). Die Wahrschein-
lichkeit, dass ein bestimmter Peer diese Fliche im Zuge des Einfiigens nicht weiter
unterteilt, also zufdllig keinen Punkt innerhalb von R wihlt, ist 1 — ¢. Das geschieht
unabhingig vom Verhalten anderer Peers. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass n
Peers keinen Punkt aus R wihlen, das Produkt aller n Einzelwahrscheinlichkeiten
1 — ¢ und damit (1 — ¢)™. Nun gilt fiir alle m > 0:
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Daraus folgt

und somit das Lemma. 0O

So ist es zum Beispiel extrem unwahrscheinlich, dass eine Fliache der Grofle %
nach dem Eintreffen von n weiteren Peers ungeteilt bleibt. Die Wahrscheinlichkeit
ist nach Lemma 4.1 hochstens e~"/2 (tatsdchlich sogar hochstens 27).

Mit Hilfe von Lemma 4.1 kdnnen wir nun eine Aussage dariiber treffen, wie grof3
die Rechtecke in einem CAN hochstens sein werden.

Theorem 4.2. In einem CAN wird es nach dem Einfiigen von n Peers mit hoher
Wahrscheinlichkeit, d.h. mit Wahrscheinlichkeit > 1 —n~¢ fiir eine Konstante ¢ > (),
kein Rechteck R mit Fliche A(R) > QCIHT" geben.

Beweis. Bezeichne R; ein Rechteck mit Fliche A(R;) = 27%. Mit Hilfe von Lem-
ma 4.1 konnen wir die Wahrscheinlichkeit Pg, ;9: 1y, dass ein Rechteck der Grofe
R; von ¢2*In n Peers nicht geteilt wird, abschétzen:
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Abb. 4.3. Einfiigen von Peers in das CAN.
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Es geniigen also ¢ 2¢Inn Peers, um R; mit Wahrscheinlichkeit 1 — n~¢ zu teilen.

Damit ein Rechteck R, liberhaupt entsteht, muss das entsprechende Rechteck R;

geteilt werden. Wir betrachten das Einfiigen weiterer Peers nun staffelweise fiir i =

1,2,...,log 51— In Staffel i werden 2’ Inn neue Peers eingefiigt. Diese teilen
das umschlieBende Rechteck R; eines Peers mit hoher Wahrscheinlichkeit.

So wird nach log 57— solcher Staffeln mit hoher Wahrscheinlichkeit auch das

Rechteck der Grofie 201“7” geteilt. Die Summe der Peers in den Staffeln ist nach
folgender Rechnung hochstens n:
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Damit wird ein bestimmtes Rechteck der Grofie 201“7" mit Wahrscheinlichkeit
n~¢logn von n Peers nicht geteilt. Von diesen Rechtecken gibt es hochstens n
Stiick. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass eines dieser Rechtecke ungeteilt bleibt,
hochstens n - n~¢logn < n~°t2, Wihlt man also c groB genug, so kann jede poly-
nomiell kleine Fehlerwahrscheinlichkeit erreicht werden. 0O

Wie schon erwihnt, ist die erwartete Anzahl von Daten, die ein Peer verwalten
muss, proportional zur Flidche seines Rechtecks. Im Durchschnitt hat diese Flache die
GroBe 1/n. Theorem 4.2 zeigt, dass die Fliche eines Peers mit hoher Wahrschein-
lichkeit kleiner als (2¢Inn)/n ist. Anders formuliert bedeutet dies, dass ein Peer mit
hoher Wahrscheinlichkeit hochstens 2¢(Inn) mal mehr Daten als der Durchschnitt
verwalten muss.

4.3 Netzwerkstruktur und Routing

Die Netzwerkstruktur von CAN ergibt sich aus der Lage der Rechtecke der Peers.
Ein Peer unterhilt Verbindungen zu allen Peers, die fiir ein orthogonal benachbar-
tes Rechteck verantwortlich sind. Beim Einfiigen kann jeder Peer diese Information
von dem Peer erfragen, dessen Rechteck hierbei geteilt wird. Natiirlich miissen die
Nachbar-Peers diese Information dann auch anpassen. Sind alle Rechtecke gleich
grof} und jeder Peer nur fiir ein Rechteck verantwortlich, dann ist der Grad des
Netzwerk-Graphen konstant grof (siche Abbildung 4.1). Tatsédchlich ist es jedoch
unwahrscheinlich, dass alle Rechtecke gleich grof3 sind. Ein Grund hierfiir ist der



