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Kapitel 1

Organisation

1.1 Inhalt der Veranstaltung

Im ersten Teil der Veranstaltung werden Grundbegriffe der Average-Komplexitatstheorie vorgestellt. Diese
Spezialisierung der Komplexitatstheorie charakterisiert Probleme hinsichtlich der durchschnittlichen Lauf-
zeit, die zur Losung notwendig sind. Hierfur ist zusatzlich zur Problembeschreibung auch die Wahl der
betrachteten Wahrscheinlichkeitsverteilung notwendig.

Wir untersuchen hier zunachst das Boolesche Erfillbarkeitsproblem (Satisfiability) und wie ein Para-
meter in der Wahrscheinlichkeitsverteilung, diese Komplexitat dieses Problems verédndert. Danach fuhren
wir den Begriff der Average-NP-Vollstandigkeit ein, der die Menge aller NP-vollstadndigen Problem be-
schreibt, die auch im Durchschnitt schwierig sind bezuglich nattrlicher Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Im zweiten Teil stellen wir ein Zeitmodell flr Boolesche Schaltkreise vor und untersuchen effiziente
Schaltkreisentwiirfe firr die erwartete Zeit. Hierbei wenden wir uns dann komplexitatstheoretischen Uber-
legungen zu und fragen nach bésartigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen fur Schaltkreise. Ferner untersu-
chen wir, wie schwiereig es ist, das Laufzeitverhalten von Schaltkreisen zu unterschen.

Als Uberleitung zum dritten Teil untersuchen wir einen im Durchschnitt effizeinten Vergleichsschalt-
kreis fur das Sortieren. Danach wenden wir uns der Average-AnalyséA@+schwierigen Problemen,
namlich dem Farbungsproblem und dem Rucksackproblem, zu und stellen Algorithmen vor, die diese in
erwartet polynomieller Zeit I6sen.

1.2 Durchflihrung

Im ersten und dritten Teil wird die Veranstaltung als klassische Tafelvorlesung in einem eher mathema-
tischen Stil gehalten. Im mittleren Teil werden zumeist Folien verwendet. Die Ubungen werden als drei
ganztagige Blockveranstaltung gehalten.

Die Termine sind:

e Mittwoch, 17.03. 2004, 10-17 Uhr (F2.315)
e Dienstag, 23.03. 2004, 10-17 Uhr (F2.315)

e Montag, 05.04.2004, 10-17 Uhr (F2.31&3htung Termindnderung

1.3 Prifung

Im Anschlul® kann der Stoffinhalt im Rahmen einer halbstiindigen mindlichen Prifung (nach DPO 3)
abgelegt werden. Die Prifungsfragen werden in den Blockiibungen vorgestellt. An dieser Stelle werden sie
noch einmal aufgefihrt.



1.3.1 Prufungsfragen

1. Teil:

Average-Komplexitatstheorie

Geben Sie ein paar Beispiele fiir Probleme, die im worst-case schwierig sind und im Durch-
schnitt einfach.

Wie sind Zufallsgraphen definiert?

Warum folgt aus dem erwartet polynomiellen Zeitverhalten ei&2-Problems nicht, dass
alle AP-Problem effizient berechnet werden kdnnen.

Welches Problem I6st der Davis-Putnam-Algorithmus?

Beschreiben Sie, den DPLL-Algorithmus.

Untersuchen Sie, ob der DPLL-Algorithms 2-SAT in polynomieller Zeit berechnet.
Was weil3 man Uiber das Average-Verhalten des DPLL-Algorithmus.

Was versteht man unter der Schwellwertvermutung von SAT?

Was versteht man unter effizient im Average?

Was sind Dis\V’P-Probleme in der Average-Komplexitatstheorie?

Wie funktionierte eine Average-Reduktion?

Nennen Sie ein Average-NP-vollstandiges Problem.

Erklaren Sie, warum Levin einen von dem Erwartungswert abweichenden Begriff eingefihrt
hat.

Welche Eigenschaften hat das Levinsche Maf3?
Definieren Sie POL-computable und DiéP.
Beschreiben Sie die deterministische Average-Reduktion.

Wann dominiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung eine andere? Wozu wird dieser Begriff be-
notigt?

Beschreiben Sie eine Average-Reduktion.

Beschreiben Sie das generische vollstandigeNDtvollstandige Problem.

Welche randomisierten Komplexitatsklassen kann man als effizient betrachten?
Beschreiben Sie die randomisierte Average-Reduktion.

Was sind bdsartige Wahrscheinlichkeitsverteilungen?

Was versteht man unter POL-sampleable?

In wiefern unterscheidet sichP x POL-sampleable von Di&fP.

: Average-Schaltkreistheorie

Was sind unifrom konstruierbare Schaltkreisfamilien?

Benennen und erlautern Sie Standard-Komplexitatsklassen fiir Schaltkreise!
Welche Beziehungen sind zwisch&fC, AC, £ und P bekannt?

Wie kann man Zeit fur Schaltkreise definieren?

Ist der Begriff der Zeit in Schaltkreisen abhéngig von der Wahl der Basis?
Vergleichen Sie die implizite und die explizite Definition der Zeit in Schaltkreisen!
Welche Average-Mal3e untersucht man fiir Schaltkreise?

Welche Schaltkreiskonstruktionen sind fur die Disjunktion besonders zeiteffizient?
Was sind verteilungserzeugende Vorschaltkreise und wofiir werden sie verwendet?

Geben Sie obere und untere Schranken fur die Average-Schaltkreiszeit-Komplexitat der Dis-
junktion an.



1.4

10.

e Welche Funktionen in der Average-Schaltkreis-Komplexitat kénnen im Average nicht beschleu-
nigt werden?

e Geben Sie die Definition der Dependancy an und erlautern Sie ihre Bedeutung!
e Wie schnell kann man im Durchschnitt mit Schaltkreisen addieren?

e Haben Schaltkreise bosartige Wahrscheinlichkeitsverteilungen? Was sind Worst-Case-Wahrscheinlichkeit
in diesem Zusammenhang?

o Wie komplex ist die Vorhersage der Schaltkreiszeit einer Eingabe, der worst-case-Zeit und der
erwarteten Zeit eines Schaltkreises?

. Teil: Effiziente Algorithmen im Average

Literaturhinweise

. Garey, JohnsoiGomputers and Intractability, A Guide to the Theory of NP-Complete@&Es3].

Ein Standardwerk fir die (Worst-Case)-Komplexitatstheorie und Giber den Umgang®riichwierigen
Problemen. Siehe hierin auch den Beitrag zum Hamiltionschen Pfadproblem und Graphfarbung.

. Wilf, Algorithms and Complexitj\Vil87].

Etwas angestaubt, aber immer noch gut zu lesen. Wilf gibt hier eine Schulbuchdarstellung seiner
Average-Analyse des Graph-Farbungs-Algorithmus.

. Cook, Mitchell,Finding Hard Instances of the Satisfiability Problem: A Surf@y197].

Der Erfinder de’\V"P-Vollstandigkeit gibt hier mit Mitchell zusammen, eine sehr schonen Uberblick
Uber den Stand der Forschung im Bereich der Worst-Case-Eingaben fur das SAT-Problem. Hier findet
man auch eine akurate geschichtliche Entwicklung samt dem Davis-Putnam-Loveland-Logemann-
Algorithmus.

. Levin,Problems complete in “average” instanci.ev84]

Auf diesen zwei Seiten fuhrt der Miterfinder NP-vollstandigkeit dem Leser das gesamte Gebaude der
Average-Komplexitatstheorie ein. Fur den kryptographisch interessierten Leser sehr empfehlenswert
(meint Gurevich). Erklart wird dieser Artikel in [Gol97] und [Gur91]

. YamakamiAverage Case Computational Complexity Thefram97]

Diese ausflhrliche Dissertationsschrift ist ein Nachschlagewerk, das jedem der auf dem Gebiet der
Average-Komplexitatstheorie arbeiten mdchte nur warmstens ans Herz gelegt werden kann.

. Fur eine Einfuhrung in die Komplexitatstheore empfehler wir Reischitke Einfihrung in die

Komplexitatstheori¢Rei99], sowie PapadimitriolComputaional ComplexityPap94].

. Zwichen der Average-Komplexitatung der Kolmogoroff-Komplexitéat bestehen enge Beziehungen.

Leider konnte aus zeitlichen Griinden dieser Zusammenhang im Rahmen dieser Vorlesung nicht
herausgearbeitet werden. Fiir einen Uberblick zum Theme Kolmogoroff-Komplexitate lese man das
ausgezeichnete Standardwerk von Li und Vitady, Introduction to Kolmogorov Complexity and

Its ApplicationgLV93].

. Fureine Einflhrung in das Gebiet der Average-Schaltkreis-Theorie wird der Konferenzartikel [JRS94]

empfohlen.

. Das effiziente Sortiernetzwerk beruhend auf einer kleinen Fehlerrate findet sich in [LP90]. Leider ist

das Skript an dieser Stelle (nie) fertig geworden.

Bertholds Vockings Analyse des Nemhauser-Ullmann-Algorithmus findet man in [BVO03].






Kapitel 2

Motivation und Einfihrung

Warum beschaftigt man sich mit dem durchschnittlichen Zeitverhalten von Algorithmen, statt den schlimm-
sten Fall, spriclworst-casezu betrachten? Wir werden hier zwei Beispiel dem dritten Kapitel vorgreifen,
um eine Motivation zu bieten.

2.1 Zwei “leichte” N'P-schwierige Probleme

2.1.1 Der Hamiltonsche Pfad

Das Problem des Hamiltonschen Pfad (HP), ist fur einen gegebenen ungerichteten Graph, wenn méglich
einen Pfad zu finden, der alle Knoten des Graphen genau einmal beeinhaltet und dabei nur die Kanten des
Graphs benutzt.

Dieses Problem wird allgemein als schwierig erachtet, was aus dem folgenden Satz gefolgert wird.

Theorem 1 [Kar72] Das Entscheidungsproblem von HP jgtP-vollstandig.

Unter dem Entscheidungsproblem eines solchen Suchproblems verstehen wir die Frage, ob eine Lésung
gibt. Wir betrachten das Suchproblem fir einen zufélligen G(&pg Die Definition dieses Zufallsgra-
phen ist wie folgt:

Definition 1 Fir n € N undp € [0, 1] bezeichnets,, , eine Zufallsvariable tber alle ungerichteten
Graphen mit: Knoten, wobei die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kante vorkopisit,Und dieses Ereignis
ist unabhéangig von dem Vorkommen aller Kanten ist.

Betrachtet man aber den Average-Case kann man einen Algorithmus mit folgender Eigenschaft finden.

Theorem 2 Es gibt einen Algorithmus, der flr einen Zufallsgra@n% HP in erwarteter linearer Laufzeit
IOst.

Erwartete lineare Zeit bedeutet hier, dass ein Algorithrhesistiert der fir einen Graphdie Laufzeit
time, (z) besitzt. Die erwartete Laufzeit ist damf).._ ¢, [timea(z)], wobei der Erwartungswert einer
ZufallsvariableX hierbei definiert ist durch

npl

EX]:= > a-PX=a].
zeran(X)

Wie kann man diese beiden Ergebnisse logisch vereinbaren? Eine mdgliche Erklarung ist, dass die
meisten Graphen hinsichtlich dieses Problems einfach sind. Zum Beispiel, dadurch dass der Graph nicht
zusammenhangend ist oder dass sehr viele Hamiltonsche Pfade existieren und die Suche nach einer magli-
chen Lésung dadurch sehr einfach ist. Tatsachlich arbeitet der Average-effiziente Algorithmus nach diesem
Prinzip [Kap90].



2.1.2 3-Farbung

Ein ungerichteter Grapliy = (V, E) hat eine glltigek-Farbung, wenn es eine Abbildung: V —
{1,...,k} gibt, so dass fir jede Kante die Knoten verschiedene Farben besitzen, d.fufaljsc £ =
flu) # f(v).

Das 3-Farbungsproblem ist fur einen gegebenen Graphen ein 3-Farbung zu bestimmen, falls diese exi-
stiert. Das entsprechende Entscheidungsproblem ist, die Frage zu beantworten, ob solche eine Farbung des
Graphen prinzipiell maglich ist. Auch dieses Problem ist algorithmisch schwierig:

Theorem 3 Das Entscheidungsproblem des 3-FarbungsproblevViBtvollstandig.

Wir werden im dritten Kapitel folgenden Satz beweisen.
Theorem 4 [BW85] 3-Farbung inGnV% kann erwartungsgemal in konstanter Zeit gelost werden.

Um sich die Plausibilitat dieses Ergebnis von Wilf und Bender [BW85] zu veranschaulichen, Uberlegt
man sich folgendes. Ein Graph aus vier Knoten besitzt ganau dann keine 3-Farbung, wenn der Graph eine
Clique beschreibt. Die Wahrscheinlichkeit, dass vier Knoten eine Clique bilden ([%;_’igw genau25.

Scannen wir den Graphen jetzt in vierer Gruppen nach solchen 4-Cliquen benétigen wir erwartete Zeit 128
bis diese Suche erfolgreich ist.

Die Effizienz ergibt sich also aus der Tatsache, dass praktisch jeder Gram%ubeine 3-Farbung
besitzt und dass diese sehr effizient nachgewiesen werden kann.

2.2 \orausgesetzte Grundlagen

Es werden Grundkenntnisse im Bereich der (worst-case)-Komplexitatstheorie vorausgesetzt. Jedem Algo-
rithmus liegt ein bestimmtes Maschinenmodell zugrunde. Wir werden die folgenden Modelle verwenden.

e DTM: Deterministische Turing-Maschine. Mit Hilfe einer Mehrband-Turing-Maschine werden die
Komplexitatsklassen DIiME(T') und DSPACE(S) definiert und damit die Verallgemeinerungen

P :=DTIME(POL), PSPAcCE:= DSPACE(POL) , L := DSPACE(LOG) .

e NTM: Nichtdeterministische Turing-Maschine. Besonders interessierung uns bei diesem Modell die
Komplexitatsklasse der in Z€Tt I6sbaren Probleme, genannt NE (7°), und damit insbesondere

NP := NTIME(POL) .

¢ RAM: Random Access Machine. Dieses moderne Maschinenmodell werden wir fur die Beschrei-
bung von effizienten Algorithmen verwenden. Im Gegensatz zur TM besitznen RAM einen festen
Befehlssatz, wabhlfrei zugreifbarer Speicher, in dem insbesondere frei indiziert werden kann.

e Schaltkreise. Das sind kreisfreie (1) gerichtete Graphen, deren Knoten Boolesche Funktionen be-
schreiben. An den Quellen wird die Eingabe einmalig als Bit eingelesen, jede Kante kann nur ein Bit
weitergeben. Die Ausgabe ist an bestimmten ausgezeichneten Knoten erhaltlich. Hierbei unterschei-
den wir uniforme und nicht-uniforme Schaltkreisfamilien.

Diese genannten Komplexitatsklassen beschreiben die Worst-Case-Komplexitat von Problemen. Wir
werden sehen, dass die Verallgemeinerung auf in den Average-Case daraus nicht zwangslaufig folgt. Um ei-
ne Einfihrung in das Gebiet der Worst-Case-Komplexitatstheorie zu erhalten, sei aus [Rei99] oder [Pap94]
verwiesen.



2.3 Erfullbarkeit Boolescher Funktionen

Die Booleschen Konstanten bezeichnen wir Bhiit= {0, 1}. Als Operationen betrachten wir die Negation
-z = Z, die Disjunktion ¢ odery) = x V y, die Konjunktion ¢ undy) = = A y.
Fur diese Operationen gelten das Kommutativgesetz, Distributivgesetz, das Assoziativgesezt und die
DeMorganschen Umformungsregein.
Funktionen kénnen rekursiv aufbauend auf den Variablesder den Konstantei 1 wie folgt aufge-
baut werden. Hierbei bezeichie:= (z1,...,z,).

07

L,

x; ,fureiniaus{l,...,n}
"FI(X)7
FI(X)\/F2(X)7
Fi(X)NFy(X).

Als Quantoren kennt man den Existenzquantdund den All- oder Universalquantdt Hierbei gilt

Jz: F(x) <= F(0)V F(1),
Vo : F(z) <= F(0) A F(1).
Unter einerquantifizierten Booleschen Funktion(QBF) versteht man einen Term
Q1x1Q2$2 s ann F(Il, s 7xn)

fur Q; € {3,V} und einer Booleschen Funktidn

Davis und Putnam stellten 1960 [DP60] einen Algorithmus vor, der solche Formeln auswertet. Natir-
lich funktioniert dieser Algorithmus auch fur Formeln, die nur Existenzquantorn umfassen. Diese Formeln
beschreiben das Erfiillbarkeitsproblem Boolescher Funktionen.

2.3.1 Satisfiability

Gegeben ist hier eine Formel
Q=3x...3x, F(x1,...,2,),

wobei F'(X) = F(xy,...,z,) eine Boolesche Funktion beschreibt. Wie aus dem Grundstudium bekannt,
ist die Berechnung dieses Pradikaf®-vollstandig. Hierbei verringert sich die Komplexitét des Problems
nicht, wenn man statt allgemeiner Booleschen Funktion sich auf Funktionen in konjunktiver Normalform
(CNF) beschrankt.

(CNF) Eine FormelF'(X) liegt in CNF vor, wennF" als Konjunktion von Klauseln, wie folgt, vorliegt
F=NCi=CinCoN...NCp,

i=1

wobei C; Klauseln genannt werden. Der Wert der leeren Funktion in CNF ist daher gigigh =
Nicg Ci = 1. Eine KlauselC ist die Disjunktion von Literalen, d.h.

k
C = \/& =01Vl V...Vl .
=1

Hierbei ist der Wert der leeren Klausen demnéacBie Literale/ sind positive oder negierte Variablen:

/= (xi)b,
wobeii € {1,...,n} undb € {0, 1}. Hierbei bedeutet fir eine binare Variahle
2:=-z=7%, und z':==z.



Proc DPLL (¢ € CNF)
begin
if ¢ ist leerthen return 1
else ifleere Klausel inp vorhanderthen return 0
else ifes existiert Klausel mit nur einem Liter&l= z then
DPLL (¢, wobeix; < b)
else ifLiteral £ = (x;)® kommt nicht negiert vothen
DPLL (¢, wobeix; < b)
else
wahlezx; aus¢g
if DPLL (¢ mitz; = 1) thenreturn 1
else return DPLL (¢ mit. z; = 0)
fi
fi
end

Abbildung 2.1: Der Davis-Putnam-Algorithmus nach Davis, Loveland und Longman

CNF-Formeln genliigen Um einzusehen, dass die Erfullbarkeit von CNF-Formeln genauso schwierig ist,
wie die Erflllbarkeit beliebiger Formeln werden auf eine gegebene beliebige Formel folgende Transforma-
tionen ausgfuhrt.

1. FallsF(X) = —F;(X), wenden wir die DeMorgansche Regeln & X) an.

2. FallsF(X) = Fi(X) A Fa(X) A ... A Fp(X), wird dieser Prozess auf den Teilgliedefi( X)
rekursiv angewendet.

3. FallsF(X) = F1(X)VFy(X)V...VF,(X)undeiner der Teilterm&;(X) kein Literal ist, werden
die Hilfsvariablenh, ... h,, eingefiihrt und die Formel ersetzt durch

(FL(X)Vh)A(Fo(X)Vha) Ao . AEp(X)Vhy) A(hiVho V...V hy,) .

Tatsachlich kann man sich sogar auf 3-CNF beschréanken, d.h. dass in jeder Klausel nur drei Literale
vorkommen. Die Transformation eingfCNF auf eine 3-CNF erfolgt wieder durch die Hinzunahme von
Hilfsvariaben. Fur jeder KlauseT; wird eine disjunkte Menge voh Hilfsvariablen genommen. Fur die
Klausel

C = (61 \/égv...\/fk)

ersetzen wir dann
(€1 V hi) A (haV ey V h3) A(hsV 3V hy) A ... A (b V Ey) .

Das entsprechende Entscheidungsproblem wird 3-SAT genannt. Eine weitere Reduktion auf 2-SAT ist
nicht bekannt. Nicht zuletzt deswegen, weil 2-SAT in polynomieller Zeit I6sbar ist und aus solch einer
Transformatior? = AP folgen wiirde.

2.3.2 Der DPLL-Algorithmus

Im Jahr 1962 stellten Davis, Logemann und Loveland [DLL62] eine Anpassung des allgemeineren Davis-
Putnam-Algorithmus auf das SAT-Problem von CNF-Formeln vor.

Obgleich dieser Algorithmus schon ziemlich lange bekannt ist, liegt er vielen heute eingesetzten Algo-
rithmen zugrunde. Eine besondere Eigenschaft hierbei ist, dass sobald er eien Ausgabe trifft, er entweder
konstruktiv eine Belegung der Formel ausgeben kann oder die Nichterfillbarkeit beweisen kann.
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Die Regel, die testet, ob eine Klausel nur aus einem Literal besteht wird higrhieilause-Regel
genannt, wahrend die Regel, die nach dem gleichartigen Vorkommen eines Literalptiragtiteral -
Regel heildt.

Die rekursiven Aufrufe des Algorithmus werd®P-calls genannt. Bei der Wahl der Variablen, die
hierbei getestet wird, gibt es verschiedene Strategie. Die als momentan erfolgreichste anerkannte Regel
ist die sogenannt MOMS-Technik (Maximum number of Occurrences in Minimum Size clauses) [DLL62,
Gol79, Pre93]

2.4 Ist Satisfiability einfach?

Eine erste Average-Case-Analyse von SAT wurde von Goldberg [Gol79] vorgenommen. Hierbei betrachte-
te er zuféllige CNF-Formeln ausVariablen undn Formeln. In jede Klausel wird hierbei mit Wahrschein-
lichkeit p eine der2n Literale gewiirfelt (als unabhangige Zufallsereignisse). Uber die erwartete Laufzeit
kann man folgenden Satz beweisen. Die Zufallsvariable, welche die Erzeugnis solcher CNF-Formeln be-
schreibt, wird hier miG,, ,,, ,, bezeichnet.

Theorem 5 [Gol79] Fir SAT mit Formeln auss,, ,,, , hat DPLL erwartete Laufzei®(m - n?).

Dieses Ergebnis legt nahe, dass das Satisfiability zwar im Worst-Case schwierig sein kann, dass es aber
im Average eine machbare Aufgabe darstellt. Wir werden auf diese Analyse spater zuriickkommen.

Wir werden diesen Satz spater beweisen. Als Intuition sei schon so viel verraten. Bei einer Fallunter-
scheidung betrachtet man zuerst den Fall, gag®0 ist. In diesem Fall kommen in einer Klausel sowohl
ein Literal einfach als auch negiert vor, was die Klausel trivialerweisd agtzt. Somit kann diese weg-
gelassen werden. Auf diese Weise verschwinden ziemlich alle Klauseln und die Verblienbenen kann man
dann effizient I6sen.

Ist dagegem sehr klein, so wird der Fall, dass ein Literal nur einfach vorkommt, sehr wahrscheinlich.
Damit kann das Literal ersetzt werden und die Formel vereinfacht sich wiederum.

Dieses Ergebnis legt nahe, dass das Erflillbarkeitsproblem zwar im Worst-case schwierig ist, aber im
Average eine machbare Aufgabe darstellt. In einigen Forschergemeinden machte sich deswegen die Uber-
zeugung breit, dass die Schwierigkeit des Erflllbarkeitsproblems in der Praxis kein Problem darstellt. Um
diesen Irrglauben im Bereich der kinstlichen Intelligenz entgegenzuwirken veréffentlichteh Selman, Mit-
chell und Levesque eine richtungsweisende Arbeit in [MSL92].

Als erstes beschreiben sie eine andere Art von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Hierzu betrachten wir
die folgenden drei Parametey k undm:

e n beschreibt die Anzahl von Variablen, die in der Booleschen Formel vorkommen.
e k beschreibt die Anzahl der Literale in einer Klausel der konjunktiven Normalform.

e m beschreibt die Anzahl der Klauseln der KNF. In jede dieser Klauseln werderkjetzt hinter-
einander eines a® Literale ausgewabhlt.

Der Parametek wird festgehalten, wahrend die Formeln fir wachsende Variablenzéetrachtet
werden. Wir bezeichnen mitCNF, ..,, die Zufallsveriable, die dieses Zufallsexperiment in Abhangigkeit
vonk, n undc erzeut.

Hierbei wird der Quotient = ° fest gewahlt. Nun beschreiben wir die Komplexitat einer solch
erzeugen CNF-Formel durch die Anzahl der DP-Calls, die zur L6sung einer solchen Funktion notwendig.
Abbildung 2.2 beschreibt das Ergebnis dieser experimentellen Untersuchung.

Man erkennt das fiir eine mittlere Wahl versich ein Maximum in der so definierten Komplexitat
der Booleschen Formeln ergibt. Worauf &Rt sich das zurtickfuhren? Hierfur betrachtet man zusétzlich das
Ergebnis der DPLL-Algorithmen und tragt den Anteil erfiillbarer Formeln im Vergleich zu allen gegebenen
Formeln an. Abbildung 2.3 zeigt, dass dieser Anteil%obdegt, wenn das Maximum der Laufzeit von DPLL
erreicht wird. Daneben scheint die Stelle weitgehend unabhangig von der&défEormel zu sein. Diese
empirischen Betrachtungen veranlassten die Autoren zu den folgenden beiden Vermutungen.
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Abbildung 2.2: Durchschnittliche Anzahl rekursiver DP-Aufrufe fur zuféllige 3-SAT-Formen als Funktion
Uber dem Verhaltnis von Klauseln zu Variablen. [MSL92]
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Abbildung 2.3: Wahrscheinlichkeit der Erflllbarkeit Formel mit 50 Variablen als Funktion der Verhaltnis
von Klauseln zu Variablen[MSL92]
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Schwellwertvermutung fur k-SAT Seim die Anzahl der Klauseln und die Anzahl der
Variablen Booleschen Formel in konjunktiver Normalform.
1. Es gibt ein Verhéltnis; = =, so dass

n’

n—oo

lim Pl¢ € (k,n,cin)-CNF undg¢ ist erflllbaf = % .

2. Fur dieses;, istk — SAT prinzipiell im Average schwierig.

Seitdem diese Vermutungen aufgestellt worden sind, wurden gewisse Fortschritte erzielt.

Von Chvatal, Reed und gleichzeitig unabhéangig von Goerdt wurde 1992 [CR92, Goe92] bewiesen, dass
die Schwellwertvermutung fur 2-SAT gilt. Hierfir ist = 1. Natirlich erhalt man in diesem Fall keine
schwierigen 2-SAT-Instanzen, da solche Formeln in polynomieller Zeit insbesondere durch den DPLL-
Algorithmus geldst werden kdnnen.

Die besten Schranken fur 3-SAT sind momentan

3,003 < ¢ < 4,598

Die untere Schranke wurde 1992 von Frieze und Suen [FS96] bewjelenbere von Kirousis, Kranakis
und Krizanc [KKK96] nachgeweisen. Davor wurden die Schranken sukzessive von 5,19 von verschieden
Autoren Uber 4,78 [KMPS94] und 4,64 [DB97] auf diesen Wert reduziert.
Der beste bekannte Schatzwert ist
cy~4,24

Dieser wurde 1994 [SKC94] fir = 2000 bestimmt. Der hierbei verwendete Algorithmus ist eine Modi-
fikation des Davis-Putnam-Algorithmus. Diesen hat man mit einer Eingabe-Wahrscheinlichkeitsverteilung
getestet, die als besonders schwierig vermutet wird, (namlich Instanzen am Schwellwert). Tatsachlich hat
der Algorithmu 50% der Eingaben auf der damaligen Personal-Computer-Generation hdchstens eine Stun-
de bendtigt hat.

Die Frage inwieweit solche Wahrscheinlichkeitsvertilungen fir jeden denkbaren Algorithmus schwie-
rige Eingaben erzeugen, ist dagegen noch weit offen. Wir wenden uns im nachsten Kapitel der Frage zu,
wie Uberhaupt schwierige Wahrscheinlichkeitsverteilungen fur NP-vollstandige Probleme identifiziert und
nachgewiesen werden kdnnen.

1Der Journal-Artikel erschien erst spéater
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Kapitel 3

Average-Komplexitatstheorie

Wir haben gesehen, dass &%P-vollstandige Probleme gibt, die im Erwartungswert effizient sind. Da-
neben scheint es auch eine Frage der Wahrscheinlichkeitsverteilung zu sein, wadR-€loblem im
Average schwierig wird. Wir werden in diesem Kapitel eine Theorie vorstellen, die versucht den Begriff
der A"P-Vollstandigkeit vom Worst-Case in Average zu Ubertragen. Hierfiir gab es verschiedene Ansatze.
Wir stellen hier den ersten Ansatz vor.

3.1 Levins verteiltesNP im Average

Wir gliedern diesen Abschnitt in vier fundamentale Fragestellungen:

Was heil3t effizient im Average?

Was sind\P-Probleme?

Was ist eine Average-Reduktion?

Welche Probleme sind Averag€?-vollstandig?

3.1.1 Levins Begriff von Effizienz

Ein Grund, warum die Entwicklung der Average-Komplexitatstheorie relativ lange dauerte, ist, dass die
herkdmmlichen Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie nicht elementaren komplexitéatstheoretischen
Eigenschaften gentigen.

In einem ersten Versuch untersuchen wir den Erwartungswert des Zeitverhaltens eines Algorithmus.
Mit time, (x) bezeichnen wir die Laufzeit der Maschif¢ auf Eingaber € X*.

Dann hat die Masching/ erwartet polynomielle Laufzeit, wenn

Je,d e NVn e NE,, [timey(z)] < ¢ -n°.

Hierbei bezeichnet,, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung GbEF, wobei wir mit zi/,(z) = P, [z] die
Wahrscheinlichkeit beschreiben, dass die Zeichenkettescheint. Damit ist die obere Bedingung aquiva-
lent zu der Folgenden.

Je,d e NVn € N Z timey (z)ph,(x) < ¢ -n°.
TeEX*

Leider gibt es eine Reihe von unschénen Eigenschaften dieses Begriffs:
e Keine Abgeschlossenheit gegentiber Polynomialzeittransformationen
e Keine Durchschnittsbildung bei unaren Mengen

e Abhéangigkeit von der Kodierung der Eingabe
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Polynomialzeittransformationen Wir werden die ersten beiden dieser Probleme an Beispielen deutlich
machen.

Hierfir betrachten wir ein 2-Band-TM/,. Solche eine 2-Band-TM kann von einer 1-Band-T# in
guadratischer Zeit simuliert werden, d.h.

timey, (z) < (timey, (z))?
Betrachten wir folgendes Zeitverhalten der 2-Band-TM:

2" fallsxz=0"=0...0,
tknekﬁ(m) = n
n, sonst

Ferner betrachten wir das binére Eingabealph&bet{0, 1} und die uniforme Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung 1), () = (g alsou;, () = g = 27" Damit ist die erwartete Laufzeit

=
> timens, (z)n ()

Eun [timeM2 ((E)]

zeX”
. 1
= Z t|meMQ(x)2—n
zeEX”
- ¥ nt pon. L
B 2n 2n
zenn\{on}
1
= (1—'2n)71+-1 S n—Fl.

Also ist Ms sogar erwartet linear zeitbeschrankt. Wir wissen, ddsslie Maschinel/, in quadratischer
Zeit simuliert. Damit erhalten wir folgende erwartete Laufzeit.

Ey, limeu, (2)] = Ep, [(imen, (2))’]

. 1
> timeyy, (m)ZQ—n

rexn

1 1
— § 2 ny2
B n omn +(2")° omn
zexm\{om}

1
(1—2n>n2+2" > "

Also benétigtM; exponentielle Zeit, obwoh)M; eine quadratische Simulation eines erwartet linear
zeitbeschrankten Algorithmus darstellt.

Ein analoges Beispiel lasst sich die Kodierung eines Graphen als Adjazenzliste oder Adjazenzmatrix.
Auch hier kann der selbe Algorithmus entweder erwartet linear oder erwartet exponentielle Zeit benétigen.

Unéare Mengen sind Mengen definiert Gber einem Alphaliet= {1}. Eine Mengel ist unér odetally,
gdw.L C {1™ | n € N}.

Obgleich solche Tally-Mengen in der Praxis kaum eine Rolle spielen, haben Solche Menge eine wich-
tige Bedeutung im Bereich der Komplexitatstheorie. Zum Beispiel gilt folgendes Theorem nach Berman
1978, zitiert in [For79]

Theorem 6 Falls es eine\VP-vollstandige Tally-Menge gibt, dann 8P = P.

Wenn eine Maschine eine Tally-Menge untersucht gibt es in jeder Eingabelédnge nur eine Eingabe.
Damit muss alsq,, (z) = 1 sein und damit ist der Erwartungswéi},, [timey,(z)] = timey,(z) fiir alle
x € 1™. Damit ergibt sich hieraus direkt eine Worst-case-Schranke und eine Mittelung Uber verschiedene
Laufzeit findet nicht statt.
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Levins Losung Um das zuletzt aufgezeigte Problem zu l6sen mitteln wir Uber alle Eingabelangen. D.h.
wir betrachten eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tber alle Zeichenkétteie zum Beispiel di@inifor-
me Wahrscheinlichkeitsverteilung yni:

1 6 1
x> w2 (S

NLm(I)::
Die erwartete Laufzeit beziglich einer solchen Wahrscheinlichkeitsverteilung

E,. [timey (z Z,u )timey (x

Dieser Erwartungswert konvergiert schon fur quadratische Laufzeitfunktion nicht. Um also eine erwarte-
te Laufzeitbeschrankung durch eine Funktibn: N — N zu beschreiben, kann man folgenden Term
verwenden.

imew (r)] _ g~ timew(z)
Eﬂ[nm)} (e M) =

Dieser Term wird wahr, weniM erwartetT'-zeitbeschrankt wird. Damit wéare das Problem der Mittelung
Uber verschiedene Eingabelangen geldst. Jedoch bleibt die mangelnde Abgeschlossenheit gegentiber po-
lynomiellen Transformationen bestehen. Daher wandte Leonid Levin die Furiktiérsowohl auf den

Zahler und den Nenner des Bruc F\Ml) an und erhielt sw

Wir definieren daher.

Ts

Definition 2 Fur f : 3* — N, einer Wahrscheinlichkeitsverteilupgund7 : N — N monoton zunehmend
ist das Paar( f, 1) im Levin-Average in Zeif’ genau dann, wenn:

) <,

(fvﬂ) € AN(JU = EM { |z|

Besonders interessiert uns der Levinsche Begriffpolynomiell im Average, Av(POL):

Ja)! "

]

(f,1) € AV(POL) <= 3Jc,k €N Z W(z) < c.

TeEX*

Damit ist eine TMM im Average polynomiell zeitbeschrénkt bezuglichwenn

, 1/k
(f.u) € AV(POL) <= Je,keN 3 {time (@) * iy < e
rEeEXD*

Wichtige Eigenschaften dieses Average-Begriffs sind in dem folgenden Lemma zusammengefasst:

||

Lemmal 1.Vz: f(z) <T(z|) = Yu : (f,n) € Av(T).
2.Vn: Eumn [f(@)] < T(j2]) = (f,n) € AVT(2N).
3. (fsn),(9,p) € AV(POL) = {(f +g.1),(f-9,1),(f — g, 1)} € Av(POL)

Die Verifikation dieses Lemmas sei den Besuchern der Veranstaltung als Ubung herzlichst empfohlen.
Eine ganz wichtige Eigenschaft von Levins Average-Mal beschreibt das folgende Lemma.

Lemma 2 Seienf,T : N — N monoton zunehmenden Funktionen. Dann gilt fur alle Laufzeitfunktionen
g: X" — N
(9:1) €AV(T) = (gof,p) €AV(goT).

Wiederum sei die Verifikation dieses Lemmas dem geneigten Leser als Ubung empfohlen.
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3.1.2 Was sind geeignete NP-Probleme fir Average-Komplexitatsklassen

Vorab: Wir werden vom BegrifP nicht abweichen. Wir beschaftigung uns mitP-Entscheidungsproblemen
im originaren Sinnk Die Frage, die sich vielmehr stellt, ist welche Wahrscheinlichkeitsverteilungen soll
man in Kombination mit\/P-vollstandigen Problemen betrachten. Li und Vitanye [LV92] beschreiben
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, fir die jedes Problem sein Worst-case Verhalten auch im Erwartungs-
wert annimmt. Es zeigt sich aber, dass diese Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht Turing-berechenbar ist.
Solche Wahrscheinlichkeitsverteilung mdchte man aber gerne im vorhinein ausschliel3en.

Wir betrachten daher Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die in polynomieller Zeit berechenbar sind.
Hierbei ergibt sich als néchste Frage, was dies ist. Man muss sich vergegenwartigen, dass die Wahrschein-
lichkeiten reelle Zahlen darstellen. Damit missen wir einen Begriff der effizienten Berechenbarkeit von
reellen Zahlen zugrunde legen. Levin fuhrte hierzu folgenden Begriff ein:

Definition 3 Eine Wahrscheinlichkeitsverteilupgst polynomialzeitberechenbar, d/hc POL-computable,
gdw. es eine Turingmaschine gibt, die auf Eingabe >* undm € N folgende Eigenschaften hat.

1. M produziert die Ausgabg/ (#x#1™#) in ZeitO(m*°|x|°) fur einc.
2. M(x) approximiertu(z) = >, 1'(z) = >_, -, Pu[2] bis auf diem-te Binarstelle:

[M(2) — p(x)] < 27™.

Um Untersuchungen im Bereich der Average-Komplexitatstheorie vorzunehmen, missen wir also Paa-
re von Problemen und Wahrscheinlichkeitsproblemen betrachten. Wir nennen d{@sbischeinlich-
keits) verteiltes Problem (distributed problem). Die zu AP alternative Klasse lautet daher verteiltes
NP, oder distributedVP.

Definition 4
DistNVP := NP x POL-computable

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilupganibezeichnet
wird, wahrend die konkrete Wahrscheinlichkejf{#] mit n’ () bezeichnet wird. Der Grund ist, dgsx)
als Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung gesehen werden kann, denn es gilt fiir nicht-leere Zeichen-
kettenz:

w(z) = p(x) — plz—1).
Daraus folgt unmittelbar, dass bei einer Wahrscheinlichkeitsverteilung aus POL-computable auch die

Wahrscheinlichkeit eines Eingabestrings in polynomieller Zeit berechnet werden kann (oder vielmehr ap-
proximiert werden kann).

3.1.3 Reduktionen von verteilten Problemen

In der Komplexitatstheorie verwendet man Reduktionen um zu zeigen, dass ein Pigldérfacher ist als
ein andered., oder zumindestens hdochstens so schwierig. Darum verwendet man die Notatigp Lo,
wobei man erlaubt, dass diese Ungleichung um bis zu einen polynomiellen Laufzeitunterschied verletzt
werden kann.
Das Grunprinzip der Reduktion ist, dass hochstens so schwierig ist wig,, weil ich jede Instanz
von L; mit einem Algorithmus deL., I6sen kann auch berechnen kann. Hierbei ist zumeist eine Abbildung
der Instanzen notwendig, die man mit einer Reduktionsfunkfiidreschreiben kann.
Wir wiederholen also noch einmal den Polynomialzeitreduktionsbegriff aus der Worst-Case-Komplexitatstheorie:

Definition 5 Karp-Reduktion Das Problem/.; kann auf das Problem, reduziert werden, wenn es eine
FunktionR : ¥* — X* existiert, fur die gilt

1. Giiltigkeit:z € L1 < R(z) € Lo

lwobei zu erwahnen ist, dass es auch Untersuchungen von nichtdeterministischen Turingmaschinen und deren Average-
Zeitverhalten existiert
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2. Effizienz: Es existiert eine polynomialzeitbeschrénkte Turingmasshingt M (x) = R(z).

Wir werden diesen Begriff der Reduktion nun so tibertragen, dass sie auch fir verteilte Probleme ange-
wendet werden kann. Hierfir muss man als erstes die Wahrscheinlichkeitsverteilung in den Reduktionsbe-
griff mit einbeziehen. Schliellich kann man schwierige Eingaben mit hohen Gewicht nicht auf Instanzen
mit niedrigen Gewicht reduzieren. Ist nun dieses Problem effizient zu I6sen, so kann man keine Rickschlis-
se auf das urspriingliche Problem machen. Daneben wollen wir auch der Reduktionsfunktion erlauben, nur
im Average effizient zu sein. Diese Uberlegungen fiihren zu der folgenden Definition gemaf den Ausfih-
rungen in [Gol97].

Definition 6 Ein verteiltes ProbleniL, 11;) kann auf ein anderes verteiltes Problem im Average reduziert
werden, d.h.

(Lla ,ul) Sav-pol (L27 MQ)
genau dann wenn eine Reduktionsfunktfon:* — ¥* gibt mit den folgenden Eigenschaften.

1. Glltigkeit:Vx € ¥* : z € 4 < x € Lo

2. Effizienz: Es existiert eine Turingmaschink so dassV/ () = R(z) und

(timeM, ,ul) c AV(POL) .

3. Dominanz3c > 0Vy € Bild(R) : p5(y) > 3, piay=y % :

Bevor wir zeigen werden, dass diese Average-Reduktion iberhaupt sinnvoll definiert ist, werden wir
uns mit dem Begriff der Dominanz einer Wahrscheinlichkeitsverteilung beschéftigen.
Definition 7 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung, dominiert die Wahrscheinlichkeitsverteilupg, gdw.

()

jzle

Je>0Vr e X* ¢ ph(z) >

Wenn sich Wahrscheinlichkeitsverteilungen dominieren, so bleiben die zugehérigen verteilten Proble-
me in der gleichen Komplexitatsklasse.

Lemma 3 Fir Wahrscheinlichkeitsverteilungen, u» und Funktionf : ¥* — N gilt:

po dominiertyy und(f, ) € Av(POL) = (f, u2) € AvPOL.

Beweis: Es gilt also

und

fir geeignete Konstantenc’, k > 0. Seinurd = (k+1)cundX := {z € % | f(2)/*-|z|° < f(z)'/*}.
Aufgrund vonX fuhren wir die folgende Fallunterscheidung durch.

1.z e X:

fl.l/é el
> @) = 3 @) el ol (o)
Tex T <p@yn

Y f@) e () < ¢

reX

IN
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2. x¢X

F@)F <zl f (@) = fl@)FVE < valc
= fl@)" <o

— f(a:)l/é < |.’L"C k/(L—k) _

= [al.

Die Funktion f ist also durchz|* beschrankt. Hieraus folgt aus der Tatsache, gassine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist das Folgende.

flz 1/£ ’ ’
Z |$\ p(x) < Z p(z) <1

zEX g X

Wenn wir die beiden Falle kombinieren, erhalten wir also

f 1/6

Z |az| <c—|—1

Damit ist also( f, 1) € Av(POL). O

In der Average-Reduktion wurde die Dominanzeigenschaft kombiniert mit der durch die Reduktion
induzierte Abbildung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Wir werden im folgenden Lemma beschreiben,
dass dadurch das Laufzeitverhalten im Average noch polynomiell bleibt.

Lemma 4 Fir Funktioneng, f : ¥* — ¥* undT : ¥* — N sei

ph(y)= > pi(z)

z:f(z)=y
fur alley € Bild(f). Dann gilt:
1. Falls(|f], 1) € Av(POL) und(T, u2) € AvPOL, dann gilt(T o f, u1) € Av(POL).
2. Falls(f, u1) € AV(FP) und(g, ua) € Av(FP) dann folgt(g o f, u1) € AV(FP).
Beweis:
1. Seien, ¢’ k, m > 1 geeignete Konstanten, so dass gilt

Z T(y)l/k < ¢ und Z f(x) < .

e U/ B

<
Dann folgt aus der ersten Ungleichung fur jedes- 1 durch geeignete Fallunterscheidufitf{) >
ly[™):

T 1/(km)
Z Tly) ™ < d+1.

1/ =
s

Jetzt schrénken wir die Menge der Summanden ein auf den WertebereigheuorDamit gilt also

2

yeBild(#)

Ty ™ _
‘yll/m, <c+l.

Nun mdchten wiry durch f(z) substituieren. Hierbei missen wir beachten, wie héufig es Werte
gibt, die auf einy abgebildet werden. Von diesen mussen wir denselben Anteil besitzen wie vorher.
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Dies wird durch die Gleichung(y) = Erzf(m):y uy (z) gewéhrleistet. Damit ist also die folgende
Ungleichung mit zuletzt genannten aquivalent.

1/(km)

> Z TSC“

Yy x:f(z

Ferner seh(x) := T(f(x)). Hieraus folgt

1/(km)

/!
Z |f 1/7n = c.

Wir definieren nun die beiden folgenden Hilfsterme

ale _ h(x)zklm
o fla)zs
se) = T

Damit sind die Erwartungswerte,, [«*] undE,,, [3%] endlich. Nun betrachten wir den Erwartungs-
wert vona - 5 und erhalten:

Eula-fl = SEulla+pf)?—a— 4

5 B lmax(20, 26 — o — 57

IN

1
“E,, [4a? + 432 — a® — 57

<
- 2
3 3 3
= §Eﬂl[a2}+§EM1[ﬁ2] < §(CI+C//+1)'
Nun ist aber . . ) )
a(2)B(z) = ()i, ()l _ ()l < (z) .
f(z)zm |2 || ]

2. Nun seiM,, eine Turing-Maschine fiy mit (timey, , o) € Av(POL) und M eine Turing-Maschine
fur f mit (timeyy,, 1) € Av(POL).
Eine Turing-Maschiné/ bereche nug(f(x)) wie folgt.

e Zuerst berechnet man— M/ (x).
¢ Dann wird aufy die Maschinel/, gestartet und das Ergebnis ausgegeben.

Damit gilt fur die Laufzeit vonM:
timey, (x) = timeyy, (x) + timeyy, (f(z)) .

Wir beweisen fir jeden der Summanden separat, dass sie im Average polynomiell sind und wenden
dann Lemma 1 an. Fur den ersten Summanden folgt die effizient im Durchschnitt aus der Annah-
me. Flr den zweiten Summanden setzenWis= time,,, und wenden wir den ersten Teil dieses
Lemmas an, wobei wir beachten, d@gér)| < timey, (v ) und damit(| f (z)|, p1) € AvPOL.

O
Durch die Kombination dieser beiden Lemmata folgt sofort die Gltigkeit der Average-Reduktion, die
durch das folgende Theorem beschrieben wird.

Theorem 7 Fr verteilte Problem& L+, ui1), (Lo, p12) gilt

(L17/’(‘1) >av-pol (L27H’2) A (L27/’[‘2) e Av-P = (L2?/’l/2) € Av-P .
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ProcMs(z, 1)
begin
i 1
while My (2 + 1,1%) — My (z,1%) > 4- 21 A
Ml(l' +1, 11) — Ml(l’, 1L) >4 - 2L) AN
1< kdo
t—i+1
od
if « < kthen
return €277 [2%e 1My (2, 17718 1) 4 1]
else
return M (z,2¢)
fi
end

Abbildung 3.1: Mit diesem Programm wird eine rationale Approximation einer polynomialzeitberechen-
baren Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet

Beweis: folgt aus Lemma 3 und Lemma 4. O

Als nachstes gilt es also zu zeigen, dass es ein verteilte Dist-NP-Problem gibt, welches vollstandig
fur diese verteilte Problemklasse ist. Bevor wir dazu kommen, missen wir folgendes technische Lemma
beweisen. Es besagt, dass man statt reellwertiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu betrachten, sich auf
rationale Zahlen mit einer Zweierpotenz im Nenner einschranken kann.

Lemma5 Fir alle e > 0, fur alle u; € POL-computable gibt es eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
1o € POL-computable, so dass

L |pr(z) = po(@)] < epd ()
(was gleichbedeutend ist mif (x) = u5(z)(1 £ ¢€))

2. Ja,b €N : py(r) = 3

Beweis: In Abbildung 3.1 ist ein Algorithmus dargestellt, der die Wahrscheinlichkeitsvertejlnige-
rechnet. Hierbei seb/, (x, 1¥) eine Turingmaschine, die gemaR unserer Definition in polynomieller Zeit
die Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet.

Wir werden nachweisen, dass die dadurch definerte Wahrscheinlichkeitsverteilung die geforderten Ei-

genschaften besitzt.

1. Laufzeit: Im schlimmsten Fall werdénSchleifendurchlaufe ausgefiihrt. Dies BatBerechnungen
von M; mit zunehmendem zweiten Parametet k zur Folge. Danach wird/; noch mit Paramter
x und 1%~1°e € aufgerufen, wobei > 0 eine Konstante darstellt. Es ist klar, dass dahdit noch
polynomielle Laufzeit aufweist.

2. Zur Approximationseigenschaft betrachten wir dafir das die Schleife termininert:
ip = min{i | My (x + 1,1") — M(2,1%) > 4-2" A My(2,1%) — M(x —1,1%) > 4.2}

Damit gilt
pi(z) =22

Hieraus folgt die gesuchte Eigenschaft
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3.1.4 Ein verteiltes\/P-vollstandiges Problem

Wir betrachten ein sogenannte generisches vollstandiges Problem. Solche Probleme kann man zumeist am
einfachsten als vollstéandig charakterisieren, da sie als Instanz aus einer Eingabe, einer Gédelnummer einer
zur Komplexitatsklasse angepassten Aufzahlung und einer Laufzeitschranke bestehen.

Das generische Problem AGP ist dasnichtdeterministische beschrénke HalteproblemNBH.

Fur eine Aufzahlund//; von nichtdeterministischen Turing-Maschinen ist es folgendermaf3en definiert.

NBH := {(w01°0™ |fur NTM M; : M, akzeptiertw und timey, (w) < n} .
Als passende Wahrscheinlichkeitsverteilung betrachten wir die uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung

6 1 1

pngn (WOL'0™) = —5 - op e g -

In dieser Kombination erhalten wir das erste [Bigt-vollstandige Problem.
Theorem 8 (NBH, ungn) ist DistAVP-vollstandig.

Beweis:
Die Vollstandigkeit dieses verteilten Problems setzt zwei Bedingungen voraus:

1. (NBH,MNBH) S DisTNP,
2. V(L,M) € DISWP : (L,ILL) Sav.pm (NBH,MNBH).

Fur die erste Bedingung muss man zum einen Uberprifen, ob MBMP ist. Dies ist der Fall, da es
eine universelle nichtdeterministische Turing-Maschine fur die Berechnung#/0m) gibt, mit Laufzeit
O(POL(:)timey, (w)) € POL. Es bleibt noch zu zeigen, dgsgsn € POL-computable. Hierzu beob-
achtet man zuerst, dass alle Eingaben gleicher Léange gleiches Gewicht erhalten. Es verbleibt das Problem
die Summe der Wahrscheinlichkeiten kirzerer Zeichenketten zu berechnen. Dies kann in polynomieller
Zeit durch einfache Addition aller M&glichkeiten venn und |w| geschehen.

Es verbleibt das Problem, die Harte des Problems zu zeigen. Wir betrachten daher ein verteiltes Problem
(L, ) € DistN'P. Sei M; eine nichtdeterministische Turing-Maschine fiimit Laufzeit time, (z) <
|x|¢ fir eine geeignete Konstante

Fur diese Sprache werde fiir ein geeignet gewalilfekgjende Reduktionsfunktion gewahit:

020170171 | falls y/ () < 2~ 1=I
R(z) :== ¢ 02/0170/*1° | falls z/(z) < 271%I, wobei (*) r = 2~ logn'(@)]
undz’ = [p(z) -7+ 1]

Die Wahl vonz’ in Bedingung (*) kann man auch ersetzen durch die kiirzeste Binarzasb dass die
Ungleichung
() < 0,21 < p(x + 1)(*)

gilt. Hier bezeichnet: + 1 den lexikographischen Nachfolger vanund 0, 2’1 beschreibt einen binare
Darstellung einer Zahl ays, 1] durch die Ziffern der Binarzaht'.

Lemma 6 Sowohl aus (*) als auch aus (**) folgt
2’| < —log /() .
Beweis: Fur (*) erhalt man
2| < log(u(z) - 1) = log u(z) +logr < logr < —log '(x) .
N——
<0

Far (**) gilt nun

1>0,2"1> p(x)-21*0.
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M;(w)
begin
b— w1
§:<—w2,...,w|w‘
if b = 0then
return M;(Z)
else
Suche per binarer Suche
so dass = 2/~ leg#'(®)]1 ynd
&= |p(x) v+ 3]
if Suche misslingthen return 0
else return M; ()
fi
fi
end

Abbildung 3.2: Die nicht-deterministische Turing-Maschil ist Bestandteil der Reduktion auf NBH.

Damit ist2/*'l;u(z) < 1, wobeipu(z) > 1/ (z) woraus folg2!*'| . 1/ (z) < 1. O
Fur die Reduktionsfunktion haben wir die Wahl vpnoch offengelassen. Wir wéhlgnmplizit in Ab-
hangigkeit vori undy, wobeil; die nichtdeterministische Turing-Maschine beschreibt mit der folgenden
Funktionalitat:
Die Korrektheit der Reduktion folgt nun direkt aus der Definition Vidi. Fur die Zeitkomplexitat der
ReduktionsfunktiorR gilt sogar
timeg(z) < O(|z]%),

da die Berechnung vom' (z) = u(x) — p(x — 1) in polynomieller Zeit méglich ist wegen’ (x) > 211,
Damit liegt hier sogar eine worst-case-Reduktion vor.
Es bleibt nur noch zu zeigen, dasgsy die Wahrscheinlichkeitsverteilungdominert, d.h.

: W ()
de >0 : /LNBH(’w) > Z |J’J‘c .
z:R(x)=w

Wir betrachten hierzu die beiden folgenden Félle:
1. Fall:y/(x) < 2l@l
Daraus folgtR(z) = 020170/*° = w und damit

11 . 1
R > [
2 K@) 252 ||

/ _ o—|z|-1
pingH (w) = 2 : .
NBH j |J3‘

2. Fall:p/(z) > 2~ 1=l
Damitist R(z) = 12/0170/*I° = w und es gilt nach Lemma 6:

gl L L
j2 |$‘C

! !
pngH(T) > W(z)- 22

3.2 Randomisierte Average-Reduktionen

Es zeigt sich, dass die Menge der Di$P-vollstandigen Problem mit natlrlichen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen sehr klein ist. Bis heute sind vielleicht ein oder zwei Dutzend solcher Probleme bekannt und diese
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Anzahl wirde sich noch drastisch reduzieren, wenn man sich auf die oben vorgestellten deterministischen
Average-Reduktionen beschranken wirde.

Daher werden wir in diesem Abschnitt den Reduktionsbegriff aufweichen (also generalisieren), indem
wir in der Reduktion die Verwendung von Zufallsereignissen erlauben.

Hierzu missen wir zuerst geeignete randomisierte Maschinenmodelle betrachterotaigilistische
Turing-Maschine (PTM) kann auf verschiedene Weise beschrieben werden.

e Beschreibung durch Berechnungsbaum:

Eine probabilistische Turing-Maschine kann in jedem Schritt eine Verzweigung des Berechnungs-
baumes mit Ausgrad zwei vornehmen. Blatter des Baumes akzeptieren oder verwerfen. Jeder Ast
einer Verzweigung wird unabhéngig mit WahrscheinIichk};ibeschritten. Die Akzeptanzwabhr-
scheinlichkeit ergibt sich durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten in akzeptierende Blatter des
Berechnungsbaums zu geraten.

e Orakelband mit Zufallsbits

In dieser Beschreibung wird die probabilistische Turing-Maschine durch eine deterministische Turing-
Maschine beschrieben, die Uiber ein zusatzliches einseitig unbeschranktes Band verfugt. Auf diesem
Band stehen die Zeichehoder 1 mit jeweils Wahrscheinlichkeif. Die probabilistische Turing-
Maschine akzeptiert, wenn sie in einem akzeptierenden Endzustand anhalt.

Wie man sich leicht Uberlegt, sind diese beiden Beschreibungen aquivalent. Ohne Auswirkung auf
die Laufzeit, Speicherverbrauch oder Akzeptanzwahrscheinlichkeit lasst sich ein Modell in das andere

Uberfihren.
Als probabilistischevorst-caseKomplexitatsklassen werden im allgemeinen die folgenden Notationen

verwendet.

rel = PM)=1>31 A

RP:={L|3PTMM :  a¢L — PM(z)=0=1 A
timeM(x) < POL(|$|) }

ZPP :={L|3PTMM : L(M) =L A E[timey(z)] < POL(|z|)},

PP :={L|3IPTMM : PM(x) = xr(x)] > = A timepy(x) < POL(|z])},

BPP :={L|3IPTMM : PM(z) = xr(z)] > ; A timeps(z) < POL(|z])},
XYZ :={L|3IPTMM : P[M(x) = xr(z)] > 1 — 27" A timey (x) < POL(|z])} .

Hierbei werden die Probleme af&P (randomizedP) durch sogenanntglonte-Carlo-Algorithmen ge-
I6st, wahrend die Probleme adsPP (zero error probability?) durchLas-Vegas-Algorithmenbeschrie-
ben werden. Im allgemeinen wird die Klas8®P (bounded probability?) als die Klasse effizient bere-
chenbarer Probleme angesehen, wahrend die Kla$sals zu machtig angesehen wird (wie wir gleich

sehen werden).
Die KlasseY') Z ist Aquivalent zu einer der obigen randomisierten Komplexitatsklassen, wie wir gleich

sehen werden.

Eine wichtige Methode im Bereich der Analyse probabilistischer Prozesse ist die Chernoff-Schranke.
Diese beschreibt die Wahrscheinlichkeit der Abweichung der Summenvonabhangigen Bernoulli-
Experimenten von dem Mittelwert.

Lemma 7 Chernoff-Schranke
Seienzy, ..., z, unabhdngige Bernoulli-Experimente rRiz; = 1] = p undP[z; = 0] = 1 — p. Dann
gilt fur jedesc € [0,1] :

n C2
P[in > (14¢)pn] < e” 3P,
i=1
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Beweis: SeiX := ) | ;. Dann gilt fur jedes > 0:
PIX > (1+¢)pn] = P[etX > et(lﬂv)pn] ]

Die Markov-Ungleichung liefert nun

Ple!X > kE[e!X] <

T =

Wir wahlen nunk = et /E[etX], wobei
E[e!X] = E[e!® - e!®2 . ... ¢l®] = (E[et'zl})n < (1+pef —1)™.
Damit ist nun

PLX > (1+c)pn] < e '0F9Pm (14 p(e! — 1))"
< e t0torn, epn(e’=1) 7

weil fur allea > 0 gilt (1 + a)™ < e*. Wir wéhlent = In(1 + ¢) und erhalten dann
P[X Z (1 —|—c)pn] S epn(c—(1+c) In(1+c)) | epn(—%c2+%c3—ic4+...) S e—%pnc2

U
Mit Hilfe dieser Schranke kann man die Fehlerschranke B&P von % bis auf einen exponentiell
kleinen Fehler verringern, was durch folgendes Theorem beschrieben wird.

Theorem 9 Boosting
XYZ =BPP.

Beweis: Die Berechnung der probabilistisch8®P-Turing-Maschine wird6|z|¢ wiederholt. Wenn die
Mehrzahl der Berechnungen akzeptiert, wird die Eingabe akzeptiert sonst verworfen.

Seienzy, ..., z,, fir m = 36|z|¢ die Ausgaben der Teilberechnungen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine zu verwerfende Eingabe falschlicherweise akzeptiert wird und damit

- 1
szgﬂ far p=Plz; =0]=<.
P 2 3
Damit ist die Wahrscheinlichkeit fur diesen Fehlertyp
m m m 1
P[; Ty < 5] = P[; z; < pm(l+ 5)]
< e Pm3(3)%)
— e ME — el

Als Relationen zwischen den Komplexitatsklassen kennt man

Theorem 10
RPNCo-RP =ZPP.

dessen Beweis wir hier nicht ansprechen und

Theorem 11
RP CNPCPP.
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Abbildung 3.3: Die bekannten Relationen zwischen den randomisierten Worst-Case-Komplexitatsklassen.

Beweis: Die erste Inkluision folgt aus der Beschreibung der PTM durch einen Berechnungsbaum. Inter-
pretieren wir die PTM als NTM, so erhalten wir schon die gesuchte Zielmaschine.

Fir die zweite Inklusion betrachten wir eine NTM, die einen vollstandigen bindren Berechnungsbaum
besitzt und deren linkester Ast immer verwirft. Man kann sich ein einfaches Verfahren Gberlegen, dass aus
jeder NTM eine solche NTM mit nur konstantem Zeitverlust baut.

Nun ersetzt man jede verwerfende Berechnung durch einen weiteren Teilbaum mit vier Blattern, von
der zwei 0 sind und die anderen 1. Akzeptierende Berechnungen werden durch vier Blatter ersetzt in der
beide auf 1 gesetzt werden. Fir einen verwerfenden Berechnungsast, werden drei Oer und eine 1 eingefiigt.

Akzeptiert die urspringliche NTM, so erhédlt man mindestens ein akzeptierendes Blatt mehr als ver-
werfende in der PTM. Verwirft die NTM, so erhélt man genau zwei verwerfende Blatter mehr als Akzep-
tierende. O

In Abbildung 3.3 sind alle bislang bekannten Relationen in diesen randomisierten Worst-case-Komple-
xitatsklassen dargestellt.

Wie kann man aber ein vernunftiges randomisiertes Average-Mal3 definieren? Den randomisierten
Worst-case-Komplexitatsklassen liegt mitunter der Erwartungswert zu Grunde. Wir haben bereits gesehen,
dass hinsichtlich von Simulation und anderen Transformationen dieser gewisse Nachteile birgt.

Daher schreiten wir einen @hnlichen Weg und erweitern das deterministische Average-Malid

Z timeM(x)l/k

i
(@) < e
]

x
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durch das folgende randomisierte
Z time]\,{ (Z‘, T)l/k

“T| M/(x),uiml(r) S c,

x

wobei timey (x, r) die Ausgabe beschreibt di auf Eingaber unter Verwendung der binéren Zufalls-
zeichenkette bendtigt und

Mit Hilfe dieses Begriffs definieren wir die randomisierte Average-Reduktion.

Definition 8 Ein verteiltes Problen{L,, 11) kann auf ein verteiltes ProblefL., 12) reduziert werden,
notiert durch

(Llaﬂl) Sr—av—pol (L27N2)
wenn es eine probabilistische Turing-Maschirfegibt mit den folgenden Eigenschaften:
1. Effizienz

timEJW x,r 1/k
Je,k >0 Z(ﬂ)wﬁni(x)-u’l(w) < e,

wobeitimey, (x, r) die Laufzeit von\/ mit verwendeten Zufallsbitse {0, 1}* bezeichnet.

2. Glltigkeit

2
Vo € {0,1}* : PIM™2(2) = Ly(z)] > 3
wobeiM *2 die Turingmaschiné/ mit OrakelL, beschreibt.

3. Dominanz

. 1
Je>0Vy e {01}« ph(y) > ‘y|c~ZAskm(x,y)~u’1(x),

wobeiAsk, (z, y) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dagsauf Eingaber die Orakelfragey € Lo
stellt.

Die passende randomisierte Klasse zu7Avst AvBPP, welche Eigenschaften aus Av-und BPP

vereinigt.

timeys (.’E, T)l/k ,

AVBPP := {(L,u) | IPTMM : P[M(z) = L(M)] > % A3de, k> OZ W (@) pini(r) < c}.

|z
Diese Klasse ist unter der randomisierten Average-Reduktion abgeschlossen.

Theorem 12
Py <ravpol P2 A Po € AVBPP — AVBPP.

Der Beweis dieses Theorems sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
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3.3 Ein natirliches DistNP-vollstandiges Problem

Wir stellen nun ein nattrliches DistP-vollstandiges Problem vor.

DasRepli-Domino-Problem (Tiling Problem) ist gegeben durch ein quadratischen Spielfeld der Gro-
Ren x n undm Kopiervorlagen fir Puzzle-Teile der GroBe 1. Die Rander dei-ten Puzzle-Teile werden
durch die Zeichenkettes{ fur j € {N, S, 0, W} beschrieben.

Die Aufgabenstellung ist nun das Spielfeld mit Kopien dieser Vorlagen auszulegen, dass die Nordseite
mit benachbarten Siidseite und die Ostseite einer benachbarten Westseite der Puzzle-Kopien tbereinstim-
men.

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung verwenden wir

, 1 1 .
;U'fQT(na m, (Sg)ie[m],je[4]) = C- ﬁ : W : H /Limi(sg) .
ieml jeld

Theorem 13 Randomized Tiling ist Digt P-vollstandig unter randomisierter Average-Reduktion.

Im Rahmen dieser Vorlesung wurde der Beweis aus Zeitgriinden nicht behandelt. Man beachte, dass
keine deterministische Reduktion bekannt ist, die das gleiche leisten kann.

Es sind nur zwei Dutzend DisfP-vollstéandige Probleme bekannt. Damit ist diese Zahl erheblich
kleiner als zum Beispiel die Menge dafP-vollstandigen Probleme. Ein Grund ist sicherlich, dass es
ungleich komplexer ist eine Average-Reduktion zu finden als eine Worst-Case-Reduktion. Solche Probleme
findet man in [WB92, Gur91, BG95].

3.4 Bosartige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Wir haben mit POL-computable die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen eingeschrénkt. Tatséch-
lich gibt es eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beziiglichen der jedes Problem im Erwartungswert das
asymptotische Worst-case-Verhalten annimmt [Kob92, LV92, Mil93].
Theorem 14 Es gibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilungso dass fur alle Turing-Maschinew gilt

de>0Vn : Eyftimey(z) |z € X" > c-tpm(lz]),
wobeit s (n) := max,exn timey (x).

Beweis: Wir betrachten fiir jede Turing-Maschié; die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung

pi(x) =

L sonst.

0, falls timeMi (l) < t]yji(|(L'|) V Mz(x) T,
[{zexl=l | tIMEy, (2)=tr (|z])}]

Nun definieren wir
W (x) = ali)uj(z),
=1

wobeia(i) > 0und> °, (i) = 1. Dann ist
E.ltimen, (2) |z € 7] > (i) - E,, [timey, (z)] = a(i)ta, (z) .

O
Fur die Berechnung dieser bdsartigen Wahrscheinlichkeitsverteilung ist es notwendig zu entscheiden,
ob die Turing-Maschiné/; auf Eingaber halt. Dieses Halte-Problem ist nicht Turing-berechenbar und
damit kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung auch nicht berechnet werden.
Dennoch gelingt es diese Technik fiir polynomiell beschrankte Wahrscheinlichkeitsverteilungskomple-
xitatsklassen zu tibernehmen. In [BDCGL92] wurde folgende Alternative zu Computable vorgestellt.
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Definition 9
POL-sampleable:= {x | IPTMM : PIM()\) = x] = u'(x) A timey (M(\) — z) < POL(|z]) .

Es gibt also eine randomisierte Turing-Maschine, die auf der leeren Eingaliee Ausgaber mit der
Wahrscheinlichkeip/(z) in Zeit |z|° ausgibt. Dieser Berechenbarkeitsbegriff veralgemeinert den Begriff
der POL-computable:

Theorem 15
Ve > 0 : Vu; € POL-computabledu; € POL-sampleable: Vz : uj(x) = (1 €)u)(z) .

Beweis: Die Beweisidee ist eine Zufallszahl€ [0, 1] zu bestimmen und per binarer Sughe! (r) zu

berechnen. Die Laufzeit ist linear in der Lange voand der Berechungszeit der Wahrscheinlichkeitsver-

teilung. Um die Approximation gentigend genau vorzunehmen wirth — log € zusétzliche Stellen, als

zur binéren Suche notwendig, ausgefuhrt. O
Interessanterweise gibt es in POL-sampleable eine universelle Wahrscheinlichkeitsverteilung, die alle

anderen Wahrscheinlichkeiten in POL-sampleable dominiert. Bezlglich dieser Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung wird jedes\VP-vollstandige Problem auch™P x POL-sampleable-vollstandig.

Theorem 16 Es existiert eine universelle Wahrscheinlichkeitsverteilunge POL-sampleable, so dass
fur alle N'P-vollstandigen Problend, gilt:

V(L1, 1) € NP x POL-sampleable: (L1, f11) <av-pol (L2, pt2) -

Beweis: Zuerst beobachten wir, dass es eine Aufzéhlungu,, ... aller POL-sampleable Wahrschein-
lichkeitsverteilungen gibt. Sei nun

o) = 3 pi(a)

dann folgt das Theorem durch eine worst-case Reduktion in Kombination der Dominanz der Wahrschein-
lichkeitsverteilunger? O

2Ausfithrung der Beweisdetails als Ubungsaufgabe
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Kapitel 4

Average-Schaltkreiskomplexitatstheorie

4.1 Worst-Case-Schaltkreis-Klassen

Definition 10 Eine Schaltkreisfamili€ = (Cy, Cy, Cs,...) ist uniform konstruierbar, gdw. es eine log-
space-DTM existiert, die auf Eingalid . .. 1 $ eine Kodierung des Schaltkrei$, (z.B. in Adjazenslisten-

n

darstellung) ausgibt.

Wir definieren nun fir Funktione, S : N — N uniforme Schaltkreiskomplexitatsklassen:

Definition 11
CirDepth D) := {P C B* |3 uniformeB,-Schaltkreisfamilie
C = (Cy,Cq,...)mit Vn : deptiC,) < D(n)}
CirSizgS) := {P C B*| 3 uniformeB,-Schaltkreisfamilie
C =(Co,Cq,...)mit Vn : sizgC,,) < S(n)}
CirDepthSizéD, S) := {P C B* |3 uniformeB,-Schaltkreisfamilie

C = (Cy,C1,...)mit
Vn : sizgC,) < S(n) A deptHC,) < D(n)}

Die Klasse der hochgradig parallelisierbaren Probleme wie(Nick’s Class nach Nicholas Pippen-
ger) genannt. Sie ist wie folgt untergliedert:

NC' := CirDepthSizéO(logn), POL) .

In NC* sind Probleme wie Addition, Vergleich, Maximumsbildung zweier Bindrzahlen, Vermengen
zweier sortierter ZahlenfolgemMergg, Multiplikation, Summe vom n-stelligen Bitzahlen und Matrix-
multiplikation enthalten.

NC? := CirDepthSiz¢O(log® n), POL) .

In dieser Komplexitétsklasse liegt die Berechnung der Determinante, transitiver Abschlul3 einer Boole-
schen Matrix, Matrix-Invertierung und Graphzusammenhang (hierzu spéater mehr).
Die allgemeine Klass&/C" ist definiert furk > 1 als

NCF .= CirDepthSizéO(log" n), POL) .

Die Vereinigung ergibt
NC = [ JNCr.

k>1
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4.1.1 Unbeschrankte Schaltkreise

Die Boolesche Funktionenfamilie Disjunktior® und KonjunktionA* sind definiert als die Vereinigung
aller mehrstelligen Oder-Funktionen, bzw. Und-Funktionen:

Ve o=V, (w1, 22) o xy V xg, (01, 22, 23) 0 21 V22 VX, . )

N = AN, (w1, 22) = 21 Axg, (21, T2, 23) = 21 A2 Axs, ...}
Ein v* U A*-Schaltkreis mit Eingabemny, . .., x, und den zuséatzlich zur Verfigung gestellten Einga-
benzy, ..., 7, wird unbeschrankter Schaltkreisgenannt. Wir definieren fir unbeschrénkte Schaltkreise

C die Tiefedepth(C) genauso wie bei beschrénkten Schaltkreisen. Fur die Grof3e eines unbeschrankten
Schaltkreise§’ bezeichnen wir abweichend von beschrénkten:

sizgC) := Summe der Eingrade aller Gatter.

Wir definieren Schaltkreisfamilien und logarithmische Platzkonstruierbarkeit analog zu den beschrank-
ten Schaltkreisen. Die unbeschrankten Schaltkreiskomplexitatsklassen sind:

Definition 12
UbCirDeptiD) := {P C B* |3 uniforme unbeschr. Schaltkreisfamilie
C =(Cy,Cq,...)mit Vn : depthC,) < D(n)}
UbCirSiz€S) := {P C B*| 3 uniforme unbeschr. Schaltkreisfamilie
C=(Cy,Ch,...)mit Vn : sizgC,) < S(n)}
UbCirDepthSizéD, S) := {P C B* |3 uniforme unbeschr. Schaltkreisfamilie

C= (Co,cl, .. ) mit
Vn : sizeCp) < S(n) A depthC,) < D(n)}

Die N'C entsprechenden Komplexitétsklassen heiér(alternating clas Fur jede Boolesche Funk-
tion kann ein unbeschrankter Schaltkreis der TieBngegeben werden. Somit macht es Sinn, konstante
Tiefe zu betrachten. Nun muR3 aber bericksichtigt werden, daf? die Grol3e des unbeschrénkten Schaltkreises
polynomielle Tiefe nicht Uberschreitet und die logarithmische Platzkonstruierbarkeit gewahrt bleibt.

AC® = UbCirDepthSizéO(1), POL) .
In dieser Komplexitatsklasse liegen beispielsweise Addition, Vergleich und Maximum zw&ii+
Zahlen, sowieMerge
AC' = CirDepthSiz¢O(logn), POL) .

Nachweislich nicht in4C®, aber inAC* liegen die Probleme Paritét, sowie Multiplikation, Summe von
n Zahlen der Lange; Sortieren vom-Bitzahlen, Majoritat und transitiver Abschluf3.
Entsprechend definieren witC* fiir k > 1 als

ACF = CirDepthSiz¢O(log* n), POL)

und die allgemeine Klass4C als
Ac = | ACk.
k>0
Fur den Vergleich von beschrénkten und unbeschrankten Komplexitatsklassen gilt folgendes Lemma:

Lemma 8

CirDepthSizéD, C)
UbCirDepthSizéD, C')

UbCirDepthSizéD, 2C')
CirDepthSiz¢O(D log C), O(C))

N 1N
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Abbildung 4.1: Dieser Schaltkreis mit mininmaler GroR3e berechnet fur alle Eingaben die Ausgabe schneller
als die Tiefe erwarten lasst.

Sei nunL die Menge aller Probleme, die in logarithmischen Platz von einer DTM berechnet werden
kénnen, sowieV L die Menge aller Probleme die in logarithmischen Platz von einer NTM berechnet wer-
den kénnen. Dann gilt

Theorem 17

ACCNC'CLCNLC  ACCCNC?2CAC? C...
ACF c NCFT  CcACHtY C...AC=NCCP.

Bevor wir den Durchschnittsbegriff im Average klaren, einigen wir uns noch auf die folgenden elemen-
taren Definitionen.

Wir bezeichnen miB™" die Menge der Booleschen Funktign {0,1}" — {0,1}™, wobeiB,, := B}.
Wir bezeichnen hier miD,, die Menge aller (diskreten) Wahrscheinlichkeitsfunktiopdiber{0, 1}". Die
uniforme Wahrscheinlichkeitsfunktion tibgd, 1}, die jede de2™ mdglichen Eingabevektoren gleichge-
wichtet, schreiben wir hier alg®™i. Fir eine Verteilung: € D, beschreibe sugp) die Menge aller
Eingabevektorens € {0, 1}"™ mit positiver Wahrscheinlichkeji(z) (also nicht Null). Eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung irD,, ist positiv falls alle Werte nicht Null sind, also supp = {0,1}"™.

4.2 Zeitin Schaltkreisen

In Schaltkreisen, dargestellt als gerichtete azyklische Graphen, wird Ublicherweise die Tiefe als MalR fir
den Berechnungsverzdgerung (delay) verwendet. In der Tat gibt es einen engen Zusammenhang zwischen
Schaltkreistiefe under Zeit in verschieden parallelen Maschinenmodellen. Letztlich ist aber die Tiefe eines
Schaltkreise im besten Fall eine Beschreibung des Worst-case.

Krapchenko [Kra78] hat einen Schaltkreis mit minimaler GréRRe vorgestellt, fur welchen die Schalt-
kreiszeit fir jede Eingabe kleiner ist als die Tiefe des Schaltkreises, siehe Abbildung 4.1. Somit besteht die
berechtigte Hoffnung, dass mit der Betrachtung der Zeit im Schaltkreis statt der Tiefe eine Verbesserung
eintreten wird.

Wir haben bereits gesehen, dass neben dem Erwartungswert auch ein anderes Konzept der Average-
Komplexitat Sinn macht, namlich der Ansatz von Levin [Lev84, Gur91l, BDCGL92, RS93]. Natdrlich
macht es auch wenig Sinn fir Schaltkreise nur uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu betrachten.
Gibt es aber auch hier bdsartige Wahrscheinlichkeitsverteilungen? Kann man tuberhaupt in den zumeist lo-
garithmisch oder polylogarithmisch tiefenbeschrankten Schaltkreisen signifikante Verbesserungen im Ave-
rage erwarten? Diese und andere Fragen werden wir hier erortern.

Als erstes stellt sich die Frage, ob es Giberhaupt Sinn macht ein so rigides Berechnungsmodell wie
Boolesche Schaltkreise im Average zu betrachten. Der Schlissel hierzu liegt in einer geeigneten Version
der Zeit in einem Schaltkreis. Wir betrachten daher zwei (scheinbar) verschiedene Modelle.

4.2.1 Eine implizite Definition der Zeit

Schaltkreise kénnen flr eine beliebige Basis von Grundfunktionen gegeben sein. Bezei¢linali€ir
Menge aller Schaltkreise Uber der gegebenen Basis, welche die Fufiki@achnen. Betrachten wir diese
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Funktion bezuglich einer Wahrscheinlichkeitsverteilungso gentigt es fir einen Schaltkreis in Qif),
dass nur die positiv gewichteten Eingaber supfx) mit f(x) korrekt berechnet werden.

Informationen kdnnen in einem Schaltkreis schneller propagiert werden, wenn zum Beispiel eine der
Eingaben eineBR-Gatters friiher verfligbar ist als die andere und den Weesitzt. Dadurch wird der Aus-
gabewert des Gatters durch 1 vorzeitig verfugbar. Formal definieren wir eine Funktionftigig,” — N
fur jedes Gatter eines SchaltkreiseS. Es bezeichnet fir jede Eingabeden Zeitschritt, wenn der Aus-
gabewert vorv aus den anliegenden Eingaben berechnet werden kann. Mitrjesezeichnen wir den
Ausgabewert des Gattersauf Eingaber.

Definition 13 SeiC ein Schaltkreis und ein Gatter vonC'. Fir die Eingabe und Konstantengatter

definieren wirtime,(x) := 0. Fir interne nichtkonstante Gattermit k direkten Vorgangern, . .., vy
definieren wirtime,(z) := 1 + min{t | die Werteres,, () mit time,,(z) < t bestimmen eindeu-
tig res, (z)}. Fur den Gesamtschaltkre(s mit Ausgabegattergs, . .., y,, ergibt sich die Gesamtlaufzeit
durch

timec(z) := max timey, (z) .

Gemal dieser Definition ist beispielsweise die Verzdgerung eines Gatteits\Vorgangergattern v,
gegeben durch

. max{time,, (z),time,, (x if res,, (z) =res, (z) =0,
time,(z) == 1 + { min{{timeuil((w))| res(v:)(:)}l} else. (x) . ()
Dieses Zeitmodell definiert die Berechnungszeit nur implizit. Das Gatter selbst “weiss” nicht, ob es mit
der Berechnung fertig ist. Daher nennen wir solche Schaltkigip#zite Zeit-Schaltkreise (implicitly
timed circuits), IT-Schaltkreise. Im folgenden betrachten wir die Boolesche Standardbasis mANI}
ORandNOTGattern.

Jede vollstandige Basis muss Gatter enthalten, die eine beschleunigte Berechnung zulassen. Somit ist
die Beschleunigungseigenschaft unabhangig von der Basiswahl.

Theorem 18 Fir alle vollstandigen endlichen Basés , Bo gibt es eine Konstante mit der folgenden
Eigenschaft. Jeder Schaltkreis aus Gatter ausB; hat einen aquivalenten Schaltrkdis mit Gattern
aus By, wobei

timec, < ktimec, .

Beweis: Es genlgt zu zeigen, dass eine beliebiige Bakisn konstanter Zeit durch die Standardbasis
simuliert werden kann und umgekehrt.

Die erste Eigenschaft kann wie folgt eingesehen werden: Fur eine Boolesche Fyh#lieonu einem
Gatter ausB; korrespondiert, wird jeder Primimplikant durch einen Baum waib-Gatter beschrieben.
Diese werden durch einen Baum voR-Gatter vereinigt. So erhalt man den Schaltk(&js

Gibt es eine Teileingabe, diemit 1 bestimmt, dann gibt es einen Primimplikanten yriir den alle
Eingaben verfugbar sind. Dies&iD-Baum kann damit mit mit ausgewertet werden und dieses Ergebnis
kann imOR-Baum vorzeitig ausgewertet werden.

Ist das Ergebnis vorf durch Teileingaben mi® bestimmt, so muss jeder Primimplikant vgnein
Literal mit Wert 0 besitzen. Somit kann deND-Baum vorzeit ausgewertet werden und damit sind alle
Eingaben desR-Baums gegeben und der Schaltkr€isliefert ebenfalls vorzeitig sein Resultat.

Ersetzt man fiir jede Funktiofi in B; alle Gatter durch solch einen TYBC erhéalt man hochstens
einen konstanten Faktor Zeitverlust, wobei diese Konstante duch die Tiefé& egchaltkreise beschrankt
ist.

Wir betrachten nun eine (Nicht-Standard)-BaBig welche die Standard-Basis zeiteffizient simulie-
ren soll. Die 16 Booleschen Funktighmit zwei Eingaben lassen sich in drei verschieden Grundtypen
klassifizieren:

1. DerAND-Typ: (f(x1,z2) = (¢ A :r;g)7 far o, 8,7 € {0,1}),
2. DePARITY-Typ (f(21,22) = 21 ® 22 ® a Mita € {0, 1}),
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3. und die elementaren Funktionen (0z1, x2, T1, T3).

B, muss eine Funktioh : {0,1}? — {0,1} enthalten, so das&pi(x1,z2),...,pe(z1,22)) =
a(x1,x2), wobeip; Funktionen elementaren Typs oder v&ARITY-Typ sind undu eine AND-type Funk-
tion ist. Dies ist zwingend notwendig, da elementare BARITY-Funktion beziliglich Komposition abge-
schlossen sind.

Fur solch einb muss sogar eine elementare Funktigrexistierenb(e,(z1, z2),. .., eq(z1,22)) =
a'(x1, z2), S0 dass’ vom Typ ANDist.

Nach der (impliziten) Definition der Zeit in einem Schaltkreis hat die Funktione,...,e,) das
gleiche Zeitverhalten wie’. Die Anwendung der De-Morganschen Regeln ergibt KonstruktioneANi
undORGatter. O

Wird ein Schaltkreis mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilyngn den Eingaben bedient, wobei nicht
alle Eingaben mit positiver Wahrscheinlichkeit vorkommen, ergeben sich weitere Mdglichkeiten das Zeit-
verhalten zu verbessern. Wird zum Beispigl_, z; fir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mifp =
0"] = 0 betrachtet, geniigt ein Schaltkreis mit konstanter Ausdabgese Effekte werden wir hier nicht
néher untersuchen.

4.2.2 Eine explizite Definition der Zeit in Schaltkreisen

Um die Zeit in einem Schaltkreis explizit auszudricken, kodiert man nicht ausgewertete Ergebnisse durch
ein zusatzliches Symbol “?”, welches “keine Ahnung” bedeutet. So erhalt man aus der zweiwertigen Boo-
leschen Logik eine Dreiwertige.

Im Fall derORandANDFunktionen erhélt man beispielsweise die folgenden Funktionstabellen.

AND[? 0 1 OR[? 0 1
? |2 0 2 717 2 1
0|0 0 0 0?2 01
1|2 01 1)1 11

Alle nichtkonstanten Gatter werden mit “?” initialisiert. Sobald die anliegenden Eingaben eines Gatters
die Ausgabe bestimmen wird diese auf O oder 1 gesetzt. Solche Schaltkreise nennen wir Schaltkreise mit
expliziter Zeitdarstellung (auf Englisclexplicitly timed circuits, ET-circuits ). Ein ahnliches Konzept
wurde unter dem Nameself-timed circuitsn [DGY90, LBSV93] vorgestellt.

Offensichtlich kann man durch eine einfache Kodierung diese Darstellung durch einen Booleschen
Schaltkreis darstellen, der nur doppelt so grof ist, aber das gleiche Zeitverhalten hat. Hierfir kodiert man
gemalf des Eisenbahn-Codes (railway ceddy(?) = {(0,0)}, code(0) = {(0,1)}, code(1) = {(1,0)})
[DGY90].

4.2.3 Aquivalenz der Zeitmodelle

Folgendes Lemma zeigt die Aquivalenz der verschiedenen Zeitmodelle.

Lemma 9 Fir jeden impliziten Zeitschaltkriek gibt es einen expliziten Zeitschaltkrdi¥ und fur jeden
expliziten Zeischaltkreif gibt es einen implizitedd’, so dass die Funkionalitat &quivalent ist und es gilt:

sizg E') < 2sizegl),
deptiE’) < depthl),
time(E’) < time([),

sizgI') < sizeR),
depth(I’) < depthE),

time(I') < time(E).

Diese Lemma folgt aus der Definition von impliziter und expliziter Zeit in Schaltkreisen und der An-
wendung des Eisenbahn-Codes.
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4.3 Average-Malie fur Schaltkreise

Abweichend vom vorherigen Kapitel bezeichpér) die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses und nicht
die Summe von Wahrscheinlichkeiten. Damit ist fur eine Funktion{0,1}" — N und solch einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung : {0,1}™ — [0; 1] der Erwartungswert gegeben durch

E0) = 3 ta) ula).

ze{0,1}m
Fir eine Klasse von Wahrscheinlichkeitsfunktionen definieren wir

ECirTim D) = i E,(tim
f,D) = max min - E,(timec)

als die optimale erwartete Schaltkreiszeit ybheztglichD.
Der klassische Fall eines Booleschen Schaltkreis der erheblich schneller im Average als im Worst-Case
berechnet werden kann, ist die Disjunktion.

T1 T2 T3 T4 T Te T7 T8

Abbildung 4.2: Drei verschiede Schaltkreisentwirfe fur die Disjunktion

Theorem 19  ECIrTime(OR,,, fiuni,,) = 2 — 2~ (72,

Beweis: Man betrachte den Schaltkreisder in der Mitte der Abbildung 4.2 dargestellt ist. Dann folgt

_ 9t fort<n-—2,
Pitimec(z) =t = { 2=(t=1) fort=n—1.
Damit gilt
n—2 n—-2
E(times) = = = ot ogn—1) T gn=2
( C) ; ot + on—2 pt <2t 2"_1> + =2

2 n—2 n-—1

_ _9—(n=-2)
on—2 on—2 on—2 = 2 2 !

Fur die untere Schranke kann gezeigt werden, dass jeder strukturell verschiedene Schaltkreis im Erwar-
tungswert langer rechnet [JRS94]. O

Naturlich ist diese Schaltkreiskonstruktion nicht wiinschenswert, weil wéahrend das erwartete Zeitver-
halten optimiert wird, die Tiefe maximiert wird. Eine L&sung ergibt sich durch die Adaption des Levin-
schen Average-Mal3. Da die Zeitschranken in Schaltkreisen zumeist langsamer als linear wachsen, missen
wir zuerst definieren was man unter Umkehrfunktion im Levinschen Sinne zu verstehen hat.

Definition 14 Fir eine monotone Komplexitatsschrarike N — N definieren wir die Inverse durch
T7Y(r) := min{m | T(m) > 1} .

34



Eine Funktiont : {0,1}" — N ist AverageT beschrankt bezuglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung
w:{0,1}™ — [0; 1], beschrieben durcly, ) € Av(T), falls

S T() ple) < n

z€{0,1}m

Fir Boolesche funktionefi € B, einer Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilung&i D,, und einer

Komplexitatsschrank& definieren wir die Relation
AVCirTime(f,D) <T := VYupe D 3C € Cir,(f) (timec, u) € Av(T)

was bedeutet, dass fur jede Verteilung ddir die Funktionf ein T-Average effizienter Schaltkreis
existiert.

Technisch gesehen, ist der Umgang mit dem Average-Mal3 komplizierter als mit dem Erwartungswert.
Aber schon das Beispiel der Disjunktion zeigt, dass dieses Mal} bessere Schaltkreiskonstruktionen notwen-
dig macht.

Sei nun llog: n — loglogn der zweifach iterierte Logarithmus zur Basis 2. Ferner beschreibe
expn = 2".

Theorem 20
llog —1 < AvCirTime(0Ry, tyni,,) < 2llog+1.

Beweis: In Abbildung 4.2 auf der rechten Seite kann man die entsprechende Schaltkreiskonstruktion sehen.
Das Average-Zeitverhalten ergibt sich aus den folgenden Wahrscheinlichkeiten.

Ptimec(z) =2t —1] = 272'F1,
Pltimec(z) = 2logn] < 27~V

Um (timee, puni) € Av(2llog + 1) zu bekommen, muss fFf = 2llog + 1

3 T_Tl(t) Pltimec (z) = £ < 1

t>1
gezeigt werden. Dies folgt fiir > 4.

logn logn

T-1(2t—1) 2 T7'(2logn) 2
— — <
2 + 2 <2

22t 2 2210gn 2 < logn 2
n 22! n

ot T T S 2y,

t=1

Die untere Schranke kann wie folgt gezeigt werden. Fir jeden Schaltkreigl jeder Eingabe mit
timec(z) = t ist das Ergebnis von hdchste2isEingabevariablen abhéangig. Rk log n impliziert dies,
das wenigstens eine Eingabe den Wenmaben muss, welches mit WahrscheinlichReit 22" geschieht.

Also ist
Pltimec(x) <logn] < 1—-27".

FurT = llog — 1 ist die inverse Funktiof—1(¢) = 22" Somit kénnen wir die folgende Abschéatzung
angeben.

1 -1
> L) Pltimec(z) =] > T~ (logn) Pltimec () > logn]
t>1 " "
2210g n41

Y

27" = exp(2n—logn—mn) > 1.
n

U
Der rechte Schaltkreis in der Abbildung 4.2 hat fast optimale erwartete<Zeit3, logarithmische
Tiefe und eing)(llogn)-Average-Zeit. Damit vereinigt er alle wiinschenswerten Zeiteigenschaften.
Interessanterweise dreht sich firr sublineare Zeitschranken die Beziehung zwischen Average und Er-
wartungswert um:
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Lemma 10 SeiT eine monotone Komplexitatsschranke so dass die Fun;ktiesnﬁ monoton zunimmt.
Dann gilt
(t,p) €e AV(T) = E,(t) < 2T(n) .

Damit folgt
AVCirTime(f, D) < T = ECirTime(f, D) < 2T'(n) .

Beweis: Nach der Definition vori £, ui,,) € Av(T) gilt

Z ﬂn(x)% <1.
|z|=n

Wir betrachten eine Partitioh, /> der Eingabemengf), 1}™
I {z €{0,1}" f(z) > T(n)},
I, = {xe{0,1}" f(z) < T(n)}.

I:Fallsf(z) > T(n) danngiltT~1(f(z)) > T~1(T'(n)+1) > n. Fur die monoton zunehmende Funktion
g(n) :=n/T(n) kann man schlussfolgern

9T~ (f(2)) = g(n) =

Dann gilt

> il < 3 oL <
zely

Iy: f(z) < T(n)firx € I, impliziert

gun(w)§EZ§ <1

und daher

f(z)
Z pn () T(n)

IA
)

|z[=n

4.4 Die Komplexitat von Verteilungen

Fur Schaltkreise miissen wir analog zu Sampleable und Computable eigene Komplexitatsklassen fiir Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen definieren. Hierfur wird ein schaltkreis-basiertes Modell verwendet werden,
die der Klasse Sampleable nachempfunden ist.

Definition 15 Ein Schaltkreis”' mit r Eingabebits undh Ausgabebits transformiere die uniforme Zufalls-
variable Z aus{0, 1}" zur ZufallsvariableX aus{0, 1}"™ wie folgt. Der Eingabevektor wird uniform geman
Z gewahlt. Dann entsprichX’ den Ausgaben des Schaltkreigés

So ein Schaltkreis werde verteilungserzeugender Vorschaltkistigoution generating circuit, DG-
circuit genannt.

Man erhalt keine interessanten Resultate, wenn man nicht auch eine Ausgradbeschrankung der DG-
Schaltkreise fordert, siehe hierzu Abbildung 4.3. Dort sieht man einen Vorschaltkreig((mit= 0)
konstanter Tiefe, der fiir die Disjunktion zu einer Worst-Case-Eingabe verteilung fihrt.

Somit klassifizieren wir mit Vorschaltkreisen wie folgt.

36



n

Abbildung 4.3: Ein Vorschaltkreis mit unbeschréankten Grad erzeugt zu schwie-
rige Eingaben

Definition 16

DDepth,(d) := { u € D, | 3 einr-Eingabe undr-Ausgabe DG-VorschaltkreiS der Tiefed, der die
VerteilungX aus{0, 1}™ mit Hilfe von Zufallsbits erzeugt} .

Das folgende Lemma zeigt die beiden wesentlichen Techniken zum Beweis von oberen Schranken fur
solche Klassen auf.

Lemma 11 SeiX ausDDepth,(d) und definiere
Ix={i|0< PX;=1] <1}.
Dann gilt

1. Furallei € Ix gilt
272 < PlX;=1 <1-27%,

2. Es gibt eine Menge vdn> |Ix|272¢ unabhangigen ZufallshitX; , ..., X,

Beweis: Der erste Teil folgt Gber eine Induktion tber die Vorschaltkreistiefe. Fur den zweiten Teil Gberlege
man sich, dass jedes Ausgabebit von htchs2é@ifallsbits abhangt. Jedes Zufallsbit kann aber aufgrund
der Ausgradbeschrankung ritfr Ausgabebits beeinflussen.

Damit muss e$l x |2~2¢ unabhangige Bitpositionen ify geben. O

4.5 Obere und untere Schranken fur Grundlegende Boolesche Funk-
tionen

4.5.1 Funktionen mit sublogarithmischer Average-Zeit

An dieser Stelle zeigen wir eine Reihe von Funktionen, die sowohl im Erwartungswert als auch im Average
effizienter als im Worst-Case realisiert werden kdnnen.

Theorem 21 Fir 0 < d < llogn gilt

24=1 _1 < ECIirTime(0R,, DDepth(d)) < 2% +3,

llogn + 2% —2 < AvCirTime(OR,,, DDepth(d)) < 2llogn + 29+! +4d + 2.
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Beweis: Fur die untere Schrank betrachte die WahrscheinlichkeitsverteiluigP 1] := 2-2" mit un-
abhangigen BitsY;. Ein einfacher Vorschaltkreis erzeugt dies Verteilung in Zedie Wahrscheinlichkeit
dass eine beliebige Eingabe der Léﬁa{?l nur aus Nullen besteht ist dann mindesténs

Um aber eine Ausgabe zu generieren muss man all diese Eingaben bertlicksichtigen. Wegen der Ein-
gradbeschrankung der Schaltkreise folgt dann sofort die untere Schranke

ECirTime(OR,,, DDeptH(d)) > %(2’1 1) > 9ttt

Die folgende Betrachtung fur die gleiche Zufallsvarialfleergibt die untere Schranke fir das Average-
Mal. Note, that

n _9d\p n
PIX = 0" = (1-272")" > exp<—22w> .

SeiC ein Schaltkreis de@R,, berechnet. Angenommen, AvCirTiftR,,, DDepthd)) < T = llogn +
2¢ — 2. Dann gilt

> Tﬁ;(t) Pltimec (X) = t]

t

v

W Pltimec(X) = logn]

expexp(logn — 29 + 2)

n exp (22%)

dan/22" > logn fiir d < llogn.

Fur die obere Schranken mussen wir eine beliebige Zufallsvari@hieer{0, 1}" in DDepthd) be-
trachten. AngenommetX’ € DDepth, (d) ist positive, d.h. keine Eingabe wird mit Wahrscheinlichkeit
erzeugt.

Nach Lemma 11 gibt es dann mindester?s 2¢ unabh&ngige Eingabebifs;. Wir unterteilen sie in
Gruppeny; der GroRe?” und berechnen fur jeds; die DisjunktionOR(Y;) aller Bits innerhalb von Tiefe
24, Man beachte, das§® = 02'] < (1 — exp(—24)2" < 271

Seien nuni¥ die Ubrig gebliebenen Bits. Die Disjunktion tber diese wird durch einen balancierten
Binarbaum der Tieféog n berechnet. Somit realisieren wir die Oder-Funktion durch

OR(X) := OR(Y1) V (OR(Y2) V (--- (OR(Y}) V OR(W))---)) ,

wobeip > n2-24-2" > 1 4 llogn fiir gentigend groRe.
Sei timg X) die Zufallsvariable, welche das Zeitverhalten des Schaltkr€iseschreibt. Wegen Lem-
ma 11 gilt BX; = 1] > 2-2* und somit

POR(Y,) = 1] > 1 - (1272 >

N

Darus folgt furl < ¢ < llogn + 1
Pltime(X) = 2% +¢] > 27°.
Hieraus folgt sofort, dass der Erwartungswert von G ) beschrankt ist durch? + 3.
llogn+1

2¢ 4t logn +llogn + 1
z ot T ollogn+1

llogn+1
<204 TR 24 3.
t=1

E(timec) <

t=1
Verbinden wir nun die SchaltkreisgR(Y;) und OR(W) als Eingaben des rechten Schaltkreises der
Abbildunge 4.2 R(0R(Y}1), . .., OR(Y}), OR(V))) ergibt die folgende Rechnung

T '(2logi+1+2%) T }2logn+1)
> - + <
n2i—1 n2pP

i=1
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Somit ist eine obere Schranke fir das Average-Mal gegeben durch
T < 2(llogn + 2d + 2¢ +1).

Falls X nicht positiv ist, gibt es entweder eine Eingabgwith P[X; = 1] = 1, womit das Ergebnis im-
mer 1 ist, oder die Eingah¥; ist 0 mit Wahrscheinlichkeil und somit kénnen wir sie einfach weglassen.
U

4.5.2 Die Paritat als schwierige Funktion

Neben der Disjunktion gibt es ein Reihe anderer Funktionen, die man mit Schaltkreisen im Average schnel-
ler berechnen kann als im Worst-case. Jedoch gibt es auch sehr elementare Funktion, fir die die Best-Case-
Zeit der Worst-Case-Zeit entspricht. Ein prominentes Beispiel ist die ParitatsfulliBTY. Intuitiv ist

das einfach einzusehen. Schlie3lich hangt die Ausgabe von jedem Eingabebit ab und aufgrund der Ein-
gradbeschréankung lasst sich diese Funktion deshalb nicht schneller berechnen.

Definition 17 Um den Grad der Eingabeabhangigkeit zu messen definieredepierif) von input bit
dependencginern-stelligen Booleschen Funktion als

deperif) := min{k |33 a;,...,a; sodassf,, = const}

:(1731,...71'1,k:aik
das ist die minimale Lange eines Primimplikanden oder einer Primklausefvon

Funktionen in diesem Zusammenhang sind die SchwellwertfunkildRESHOLP, welche genau
dann1 ist, wenn mindestens Einser an der Eingabe vorliegen. Die MehrheitsfunkfidaJORITY,, ist
der Spezialfalb = L%J BITSORT,, beschreibt die Sortierfuntion vonBits undMULTIPLY,, die Multi-
plikation von zwein-Bit-Zahlen. Fir diese Funktionen laf3t sich depen sehr genau bestimmen.

Lemma 12
deperioR,,) = 1,
depePARITY,,) = n,
depefMULTIPLY,)) > +/n,
depefTHRESHOLP) = min(a,n —a+1),
depeiMAJORITY,) = [%],
deperBITSORT,) = n.

Der Zusammenhang zur Zeit in Schaltkreisen ergibt sich durch das folgende Theorem.
Lemma 13 Fur f € B,, seiC < Cir(f). Dann gilt Vo € {0,1}" timec(z) > log depertf) .

Beweis: Seixz € {0,1}" beliebig. Nach der Definition von depgf) bestimmt keine Teilmenge von
weniger als dep€f) viele Eingabebits nicht die Ausgabe vgitr).

Da der Eingrad der Schaltkreise nitbeschrankt ist, muss jede Berechung \@rin weniger als
log deperif) Schritten Eingaben unbertcksichtigt lassen, die notwendig zur korrekten Berechnung waren.
O

Daraus folgen die folgenden asymptotisch engen unteren Schranken.

Theorem 22
ECirTime(PARITY ., puuni,) > logn,
ECirTimeMAJORITY,, juyni,,) > logn —1,
ECirTime(BITSORT,, juyni,) > logn,
ECIrTimeMULTIPLY,,, fumi,) > Slogn,
AVCIrTime(PARITY,,, uni,,) > logn—1,
AVCIrTime(MAJORITY,, uyni,) > logn—2,
AVCirTime(BITSORT,, tuni,,) > logn—1,
AVCirTime(MULTIPLY,,, fiuni,,) > 3logn—1.
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4.5.3 Die Schwellwertfunktion

Diese Funktion ist wegen ihres Schwellwertparameters {0, ...,n} besonders interessant. Ist dieser
namlich an den Randstellen beiodern, so kénnen wir diese Funktion sehr effizient im Durchschnitt
berechnen. Ist er in der Mitte, dann ist diese Funktion die Mehrheitsfunktion und damit genauso schwer.
Tatsachlich kann man folgende Aussage treffen:

Theorem 23 Fiir d < llogn — 1 unda < n2~(2"+24+01) gjit

(loga + 24) — O(1) < ECirTimeTHRESHOLP, DDepth(d)) < 2(loga + 29) + O(1)
(llogn + log a + 2%) — O(1) < AvCirTime(THRESHOLP, DDepth(d)) < 2 (llogn + log a + 2¢) + O(1).

1
2
1
2

45.4 Addition zweier Zahlen

Addition
Geg.: zwein-stellige Binarzahlen:, y
Ges.z=x+y

Folgendes Beispiel zeigt die Addition von zwei 10-stelligen Zahlemdy. Zuerst wird der Ubertrag
c berechnet. Mit Hilfe des Ubertragderechnet sich die Summe fur allels

z[k] = z[k] & y[k] & c[k] ,
wobeia @ b die Paritatsfunktion (exklusive Oder-FunktioXior) a + b mod 2 darstellt.

Binare Addition

kE[10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
k]| — 1.0 1.0 1.0 0 1 1 0
ylk]| — 1.0 01 1.0 1 0 0 0
k][ 1 01 1. 1.0 00000
2kf[1 01 0 0 00 1 1 1 0
ks g s pp g s ppp s

Wie das Beispiel zeigt, unterliegt der Ubertrag folgenden Regeln:

e generate: wlk] = g
Wennz[k] = y[k] = 1, dann wird ein Ubertrag[k + 1] = 1 erzeugt.

o stop: w[k] =s
Ist z[k] = y[k] = 0, dann entsteht kein Ubertragk + 1] = 0.

e propagate: w[k] = p. Ist x[k] # y[k], so entsteht ein Ubertragk + 1] = 1 genau dann, wenn
3wk —4) =gundwlk] =wk—1]=--- = wlk — £+ 1].

Wir definieren also die Funktionen : {0,1}? — {s,p,g}, ® : {s,p,g}*> — {s,p,g} und
t:{s.p.gl — (0.1}

m|0 1 (Z z Is) & t:s—0

Ols p < & p—0

l1|p g p P g g—1
gl1s & &

Nach dieser Tabelle gilt also z.B® s = s. Wir stellen das niedriger wertige Element dem héher wertigen
voran, alsavw[0] ® w[1]. Diese Unterscheidung ist wichtig, danicht kommutativ ist.

Fakt 1 Die Operation® ist assoziativ.
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Abbildung 4.4: Ladner-Fischer-Schaltkreis flr die parallele Prafixberechnung.

Der k + 1-te Ubertrag berechnet sich mittels dieser Operation nun durch
ck+1)=t(w0]owl]e- - owk]).

Theorem 24 [LF80] Durch den Parallel-Préafix-Schaltkreis nach Ladner und Fischer kann man Addition
mit Schaltkreisen der Grof38(n) und der TiefeD (log n) berechnen.

Beweis: Hierfur verwendet man den in Abbildung 4.4 dargestellten Schaltkreis nach Ladner und Fischer.
O

Erwartet schnelle Addition zweier Zahlen

Nehmen wir nun an, daf jedes Bit vorundy mittels eines perfekten Minzwurf bestimmt worden sei. Die
Laufzeit eines erwartet schnellen Algorithmus héngt maf3geblich von der Lange einer Ketiepagate-
Zusténden ab.

Die Wahrscheinlichkeit einer Folge vdrpropagate-Eintréagen 1aRt sich wie folgt abschatzen:

PRk :wk+1)=wk+2]=---=wk+{=p < n -Pwl=w?2=-=w{=r7p

n-27%.

Wahlt man? = log n + loglog n, so gilt

PPk :wlk+ 1] =wlk+2]=- =wlk+{] =p)

IN

Theorem 25 Fir d < llogn gilt
1 -
4 (llogn + 2%) < ECirTime(ADDITION,,, DDepth(d)) < O(llogn + 2%),
llogn + 2% — 2 < AvCirTime(ADDITION, DDepth(d)) < O(llogn + 2%).

Beweis: Wir beschréanken uns hier auf den Beweis der oberen Schranke des Erwartungswerts. Fir eine
Analyse der anderen MalR3e sei auf [JRSW94] verwiesen.

Fur die Berechnung betrachte man das Rechennetzwerk aus Abbildung 4.5, welches in Abbildung 4.6
als Schaltkreis dargestellt worden ist. Man erkennt, dass jedes Ausgabe durch einen Baum erzeugt wird,
welcher an den Average-effizienten Oder-Schaltkreis erinnert. Insbesondere kann die Berechnung in Tiefe
2d vollendet werden, wenn keineKette der L&ngel als Eingabe anliegt.

Nach obiger Wahrscheinlichkeitsabschatzung besteht ein Eingabe-Intervall der L &ndegn +
log log n aus Werterp mit Wahrscheinlichkeit< @.
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Funktion Menge von  Tiefe ECirTime AvCirTime
Wkeitsverteilungen
OR AND uniform logn 2— 5z O(loglogn)
OR AND EQUAL DDepth(d) logn O(min(2¢,logn)) O (min(loglogn + 24,
logn))

PARITY, MAJORITY uniform O(logn) O(logn) O(logn)

ADDITION DDepth(d) O(logn)  O(min(loglogn + 24, O(min(loglogn + 2¢,
logn)) logn))

THRESHOLP DDepth(d) O(logn) O(min(loga + 24, ©(min(log log n+
logn)) loga + 2¢,1logn))

Tabelle 4.1: Zusammenfassung der erwarteten und Average-Komplexitat elementarer Funktionen.

Die erwartete Laufzeit ist also fir eine geeignete Konstante

logn
E(time) < c¢-> i-PEk:wk+1]=-=wlk+2"% =p|
i=1
< c¢(2+1ogl)+c-logn-PEk:wk+1]=---=wlk+{ =p
< ¢(2+1ogl)+c

= O(log¥) = O(loglogn)

Fur die untere Schranke benutzt man das folgende Lemma.

Lemma 14 Fir jeden Schaltkrei§’ der das parallele Prafixproblem l6st und jede Eingabgilt
timec(z) > logpro(z) .

Hierbei bezeichneiro(z) die Lange des groRten Teilstringsin z. Da mit konstanter Wahrscheinlichkeit
tatsachlich einge-Kette der Langéog n auftaucht, folgt daraus die untere Schranke fur den Erwartungswert
der Schaltkreiszeit fur die Addition.

Ahnlich wie bei den oben gezeigten Booleschen Funktionen 4Rt sich dieses Ergebnis auf mit Vor-
schaltkreisen generierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen verallgemeinern. Verlangt man zusétzlich, dass
alle Eingaben positive Wahrscheinlichkeit besitzen, so erreicht der oben dargestellte Schaltkreis fur alle
Wahrscheinlichkeitsverteilungen die asymptotisch optimale erwartete Laufzeit und Average-Laufzeit.

4.5.5 Uberblick

In der folgenden Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse noch einmal zusammengefasst.

4.5.6 Schaltkreise haben keine bdsartigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Bdsartige Wahrscheinlichkeitsverteilungen haben wir schon weiter oben vorgestellt. Interessanterweise
gibt es diese in Schaltkreisen nicht. Es gibt namlich fir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung eine nicht-
triviale Disjunktion, die nur von wenigen Variablen abhangt, die mit gro3er Wahrscheinlichkeit den Wert 1
ergibt. Seir, o € {0, 1}, undz! := z undz® = .

Lemma 15 SeiX =z, ..., z, eine Zufallsvariable Ubef0, 1} beliebig verteilt und sefiy, s, . ..,4;} C
[1..n]. Dann existieren Boolesche Konstanten. .., «; so dasP[0R(z{",...2") =1] > 1 -2,
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Beweis: durch eine Induktion Uber die Eingabelange: &ei= 1 falls P,[z; = 1] > % und ansonsten

ap = 0. Es ist einsichtig, dass fur alte,, . . ., a;, es eine Konstante;; € {0, 1} gibt so dass
Pu[a;gj”jll =1, ..., 2" =0] > 1/2
oder
Pulzf* V...val] =1
gilt.
Sei B[z V... vap*] > 1 —27F dannist
Pula?* V...vagl ] = (1=Puaf" V...Va*])/2 + Pulaf* V...V aph]
> 1—27k1,

O
Mit dieser Eigenschaft beweisen wir dieses Theorem.

Theorem 26 Fur jede Wahrscheinlichkeitsverteilungiiber {0, 1}" existierte eine:-stellige Boolesche
Funktion f mit
depti(f) > n—logn —llogn and ECIrTime(f,u) < 4.

Beweis: Fur ein gegebengswerde die Funktiorf wie folgt definiert. Sef := log n. Bezlglichy, werden
die Booleschen Werte;, ..., a; gemaR des obigen Lemmas gewahlt.

Wir wéhlen nundg € B,,_iogr, SO dasg ¢ CirDepth(n — logn — llogn — 1). GeméaR der Shannon-
Schranke muss eine solche Funktion existieren (Ubungsaufgabe!). Sei nun

fl@r,. . 2n) = OR(2(", ... 20" g(Tig1, . 2n) ) -

Um die untere Schranke zu beweisen, nehmen wir an, dass(@gpth n — logn — llogn and
C € Cir(f) . Wir ersetzen den Eingabevektpr, ..., z;) durch die Eingabefi-a;,...,—a;) und er-
halten Schaltkreig”, fur desen Tiefe gilt: deptfl®’) = depti{C') undC”’ € Cir(g). Dies widerspricht der
Shannon-Schranke.

Fur die obere Schranke wird diR-Teilfunktion mit einen Average-optimalen Schaltkreis realisiert,
deren Erwartungswert duréhbeschrankt ist [JRS94]. Dieser ist gegeben durch

Corn(21,...,%n) := OR(zp, Copp—1(T1, ..., Zn_1)) -

Fir g versenden den tiefenoptimalen Schaltkreis mit Tiefe logn — llogn + O(1). Dann kann die
erwartete Schaltkreiszeit abgeschétzt werden durch

E,(timec) < 1 4+ P,OR(z}",...,2;}") 12
+  Pu[OR(z,...,2;") = 0](depth(g) + logn)
< 1424n/n =4.
< / O
Somit hat die Klasse allet-stelligen Booleschen Funktionen keine bdsartigenWahrscheinlichkeitsver-
teilungen.

4.5.7 Worst-Case Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zwar kann man keine universell schlechte Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Schaltkreistiefe, jedoch
kann man fur jede Funktion eine finden, welche relativ lange erwartete Schaltkreiszeiten provoziert. In
[JRS95] wurde folgendes Resultat hierzu bewiesen.

Theorem 27 Fur jedest € IN gilt:
g t+n
ECirTime <t, DDepth(2 +vVn—t+logn+ 3))
C CirDepth(t +logn +logt + 3) .
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Das folgende Korollar ist &quivalent und verdeutlicht die Aussage dieses Theorems, dessen Beweis wir
hier aus Zeitgriinden weglassen missen.

Korollar 1 Fur jede Boolesche Funktiofi € CirDepth(d) gibt es eine Wahrscheinlichkeitsverteilung,
die in Tiefe (n + d) + v/n — d 4+ O(log n) berechnet werden kann, so dass alle Schaltkreis¢ fine
Schaltkreiszeit von mindestedis- log n — log d — 3 beziglichu s besitzen.

4.5.8 Die Komplexitat der Zeitberechnung von Schaltkreisen

In Tabelle 4.2 findet man einen Uberblick iiber die Komplexitat verschiedener Fragestellungen im Zusam-
menhang mit Schaltkreiszeit. Als Ubungsaufgabe mache man sich mit der Bedeutung dieser Komplexitats-
klassen vertraut. Die dargestellten Ergebnisse finden sich in [JS96].

| Gegeben| Gesucht | Obere Schranke Untere Schranke
C,z,t timec(z) <t P-complete
C,t Jx timec(x) <t NP-complete
C,t tac(C) =t BHs-complete
C Findexr so, dass time(z) = t,.(C) FPNP ‘ FPNP-hard
C lexikographisch maximales mit timeg (z) = t,.(C) FPNP-complete
C,D 1p = worst case W’keitsverteilung fir' co-N"P-complete
C,D E,, (timec) #P-complete

Tabelle 4.2: Obere und untere Schranken fir die Komplexitat von Problemen
im Zusammenhang mit der Schaltkreiszéitbeschreib einen Schaltrkreib,
einen Vorschaltkreis; eine Eingabe undeine Zeitschranke.
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Abbildung 4.6: Average-effizienter Schaltkreis zur effizienten Berechnung der parallelen Préafixfunktion.
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Kapitel 5

Ein erwartet schneller, fast korrekter
Sortierer

In diesem Kapitel werden wir einen Schaltkreis vorstellen, der mit hoher Wahrscheinlichkeit Eingaben
schnell sortieren kann. Aus den Uberlegungen im letzten Kapitel folgt sofort, dass ein solcher Schaltkreis
immer mindestens Zelbg n benétigt, da die Dependancy von Bit-Sortienerist. Andererseits hat das
Sortiernetzwerk nach Ajtas, Komlos und Szegedy [AKS83] eine Tiefe von 1Adlog n. Damit geht es
in diesem Abschnit “nur” um konstante Faktoren, die aber nicht unerheblich sind.

In der Praxis werden diese asymptotisch optimalen Schaltkreise meist nicht verwendet, da man mit
nur unwesentlich schlechterer Asymptotik sehr effiziente einfache Schaltkreise angeben kann. Ein Beispiel
hierzu ist der bitonische Sortierer, den wir jetzt kurz vorstellen werden.

5.1 Der bitonische Sortierer
Die Aufgabenstellung ist also das Sortieren von Zahlen:

Sortieren vonn Zahlen
Geg.:.n Zahlenzy, ..., x,
Ges.: Die aufsteigend sortierte Permutafibxy, ..., z,) = (y1,-.-Yn).

5.1.1 Sortiernetzwerke

Im Gegensatz zu Schaltkreisen verwenden wir Bausteine, die in der Lage sind in einer Zeiteinheit zwei
Zahlen zu sortieren.

Definition 18 Eine Komparator ist ein Baustein mit zwei Eingéngeny und zwei Ausgangen mit den
Ergebnismin(z, y) undmax(zx, y).

Ein Vergleichsnetzwerk ist ein azyklischer Graph mit Komparatoren als Knoten. Ein- und Ausgrad
aller Knoten ist zwei.

Ein Sortiernetzwerk ist ein Vergleichsnetzwerk, dessen Ausgabefolge monoton zunehmend ist fiir
alle Eingabemdglichkeiten.

Das 0-1-Prinzip besagt, da wenn ein Sortiernetzwerk korrekt arbeitet fur Eingabefi0au}, dann
arbeitet es auch fur beliebige Zahlen korrekt.

Lemma 16 Seif eine monoton zunehmende Funktion. Wenn ein Vergleichsnetzwerk auf Eingabex,,

die Ausgabe, . . ., y, produziert, so gibt das Netzwerk auf Eingatie ), . . ., f(z,,) die Folgef (y1), - - - f(yn)
aus.
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Abbildung 5.1: Ein Vergleichsnetzwerk fiir vier Eingaben mit alternativer Notation.

Theorem 28 Wenn ein Vergleichsnetzwerk miEingaben alle2™ mdglichen Folgen au$0, 1}™ korrekt
sortiert, dann sortiert es auch beliebige Zahlen korrekt.

Beweis: Fir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, das Netzwerk sortiere alle 0-1-Folgen korrekt,
wahrend es eine Eingale, . . ., a,, gibt, die nicht korrekt sortiert wird.
Dann gibt es zwei Zahlem; < a;, deren Werte falsch herum ausgegeben werden. Defifiial®

0, fallsz <a;
flz) = { 1, sonst

Dann ergibt obiges Lemma, dgffa;) = 0 und f(a;) = 1 falsch herum ausgegeben werden, was den
Widerspruch ergibt. O

Wir betrachten aus diesem Grund im folgenden nur noch 0-1-Folgen als Eingaben. Zusétzlich schrén-
ken wir uns auf Eingabegroenein, die als Zweierpotenz darstellbar sind.

Bitonische Folge
Definition 19 Eine Folgea, as, .. ., a, heilltbitonisch, wenn
1. die Folge monoton zunehmend ist € as < ... < a,,) oder

2. die Folge monoton abnehmend it ¢ a2 > ... > a,) oder

3. wenn sie zuerst monoton zunimmt und dann monoton abnimmt
(a1 <as<...<ag > aks1 > ... > ap)oder

4. wenn sie zuerst monoton abnimmt und dann monoton zunimmt
(@1 >2a2>...2a, <app1 < ... <ag).

Eine bitonische 0-1-Folge heifitin, gdw. wenn sie konstaftoder konstant ist.

Halbreiniger (half-cleaner)
Eingabe: Eine bitonische Folgé= ay,. .. a,.
Ausgabe: Zwei bitonische Folgexi =z, ..., 2, o UndY = y1,..., Yy 2,
wobei XY eine Permutation vod ist,
X undY bitonisch sind und eine der beiden Folgen rein ist.

Folgendes Netzwerk (siehe Abb.5.2) ay@ Komparatorercomp und der Tiefel 16st diese Aufgabe.

half-cleaner [n)]

input: ay,...,a,

forie {1,...,n/2} in parallel do
(zi,yi) < comp(a;, U )j2+4i)
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bitonisch rein

Abbildung 5.2: Ein Halbreiniger fur 8-stellige Eingabefolgen.

od
output: @y, ..., %y 2
Yts-- -3 Yny2
Lemma 17 Die Prozedurhalf-cleaner ist korrekt.
Beweis:

1. Die Eingabe ist monoton zunehmend.
Es findet keine Vertauschung statt. Die eine Halfte der Eingabe ist schon rein.

2. Die Eingabe nimmt monoton ab.
Alle Komparatoren fuhren eine Vertauschung durch. Wiederum war eine Halfte der Eingabe schon

rein.

3. Die Eingabe istin der Forfr...01...10...0.
N N -~

i j k
(@ i>n/2
Keine Vertauschung findet staft. = 0...0 ist rein.Y bitonisch.

(b)i<n/2,i+j>n/2,j>n/2
NunwirdY =1...1 rein. X bitonisch.

€ i<n/2,i+j>n/2,j<n/2
X =0...0istrein.Y bitonisch.

(d) k>n/2
X =0...0.Y istbitonisch.

4. DerFalll...10...01...1 ist analog.

Sortieren Bitonischer Folgen

Bitonisches Sortieren(bitonic-sorter)
Eingabe: Eine bitonische Folge
Ausgabe: Eine sortierte Permutation dieser Folge
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Abbildung 5.3: Ein Sortierer fir bitonische Folgen der LaBge
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Abbildung 5.4: Einmerging-network.

bitonic-sorter (n)
input: ay,...,a,
m «— 2n
for i «— 1tologn do
m«— m/2
for j € {1,...,n/m} in parallel do

(aGi—1ym+1- - -»ajm) < half-cleaner [m](aG_1ym+1,- -+ @jm)

od
od
output: ay,...,an

Die resultierende Struktur wird audtutterfly-network genannt.

Lemma 18 bitonic-sorter arbeitet korrekt.

Beweis: Das Vergleichsnetzwetkitonic-sorter hat eine baumahnliche Struktur. Jeder Halbreiniger
liefert seine Ausgabe zwei Halbreiniger der halben Gré3e oder liefert die Ausgabe des gesamten Netz-

werks.

Wie wir oben schon bewiesen haben, ist fur eine bitonische Eingabe eine der beiden Ausgaben rein.
Damit gibt es in jeder Stufé des Netzwerks nur eine nicht reine Folge. Ferner sind alle reinen Folgen
schon richtig sortiert. Da in der letzten Stufe nur noch Folgen der Lange 1 betrachtet werden, sind diese

Folgen auch rein.

Fakt 2 bitonic-sorter [n] hat Tiefelogn und Groé3eO(n logn).
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Abbildung 5.5: Ein Sortierer fir Folgen der Lange

Merging
Verschmelzen sortierter Teilfolgen(merge)
Eingabe: zwei sortierte Folgex, Y gleicher Lange
Ausgabe: die sortierte Permutation vary".
FiurX = xy,...,z, seire(X) = x,, ..., z; die umgedrehte (reverse) Teilfolge.
Fakt 3 Sind die FolgenX undY sortiert, so istXrev(Y) bitonisch.

Damit steht uns mibitonic-sorter schon ein effizientemerge -Schaltkreis zur Verfiigung:

merge([n](X,Y) := bitonic-sorter [n](X, rev(Y)]

Merging-Sortiernetzwerk

Das folgende Sortiernetzwerk 6st das Sortierproblem, indem es baumfdrmig kleine sortierte Teilfolgen zu
gréReren vereint (siehe Abbildung 5.5)

Theorem 29 Es gibt ein Sortiernetzwerk der Gro®&n log® n) und der Tiefdog? n.

Beweis: Folgendes Netzwerk hat diese Eigenschaften

merging-network  [n]

input: x1,...,z,
m <« 1
for i « 1tologn do
m < 2m
for j € {1,...,n/m} in parallel do
(@2(j—1ymt1s - -+ Q2jm) < Merge [m]((ag_1ymi1s- - - > ajm)s
(aG—1ym+m+1s - - -+ A2jm))
od
od
output: ay,...,an

U
Die Frage, ob man ein Sortiernetzwerk der Ti€f@ogn) angeben kann, haben Ajtas, Komlos und
Szemerédi positiv beantwortet. Leider hat dieses eine Gro3eA2i10 log n, so dald dieses Ergebnis fur
die Praxis irrelevant ist.
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] Ausgabeposition [1] 2] 3 [4]

W'keit, fur Ausgabe der Zah
1 110 0|0
2 0|2/3|13|0
3 0|1/3|2/3|0
4 0| O 0 |1

Tabelle 5.1: Wahrscheinlichkeitsverteilung der vier Ausgaben eines Butterfly-Vergleichsnetzwerks bei
gleichwahrscheinlichen Eingangspermutationen

] Ausgabeposition [1]2[3]4]5[6]7]8]
Wkeit, fur Ausgabe der Zah

1 110 0 0 0 0 0|0
2 o|4/7\27| 0 |1/7| O 0|0
3 0|2/7|37] 0 [2/7| O 0|0
4 Ubungsaufgabe

5 Ubungsaufgabe

6 0| O 0 |2/7| 0 |3/7|4/7|0
7 0| 0 O |17 0 |2/7|27|0
8 0| 0 0 0 0 0 0 |1

Tabelle 5.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung der acht Ausgaben eines Butterfly-Vergleichsnetzwerks bei
gleichwahrscheinlichen Eingangspermutationen

5.2 Sortieren durch einen Butterfly-Vergleicher

Kann man aber im Durchschnitt schneller sortieren@($og® n) und 2000 log n. Dieser Frage gehen
Leighton und Plaxton in [LP90] nach.

5.2.1 Wie gut sortiert ein Butterfly-Vergleichsnetzwerk

Arrangiert man Komparatoren durch ein Butterfly-Netzwerk, bestiinde die Hoffnung, dass die Ausgabe im
wesentlichen schon sortiert ist. Aber schon fur Eingabe der Grol3e vier kann ein Gegenbeispiel angegeben
werden.

Man kann noch nicht einmal erwarten, dass eine korrekte Sortierung mit Wahrscheinl@hdtatt—
finden. Hierzu betrachten wir die Wahrscheinlichkeit, dass in einer uniform permutierten Eingabe von
{1,...,n} die Zahli an der Stelle erscheint.

Dies resultiert in der folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilung aus Tabelle 5.1 und 5.1.

Wendet man aber auf die Ausgabe eine Permutation aus, so kann man zeigen, dass die Folge dann im
wesentlichen sortiert ist. D.h. dass die Ausgaben nicht allzu weit von ihrer korrekten Position entfernt sind.

Theorem 30 [LP90] Fur das Butterfly-Vergleichsnetzwerk gibt es eine Permutaticso dass
1. Es existieren feste Ausgabepositiomit |Y| < n7, die Uberhaupt nicht korrekt sortiert werden.

2. Fur alle Ausgaben € [n] \ Y wird an der Ausgabeéeine Zahlj € [i —n”, i+ n"] mit Wahrschein-
lichkeit1 — ©O(2~"") ausgegeben.

Hierbei isty = 0, 822.

Dem Beweis dieses Theorems werden wir uns den Rest dieses Abschnitts widmen.
Wir betrachten nun Eingaben akiflullen undn — k Einser fiir zuféllige Permutationen a(fy). Hierzu
sei
fi(k) := P[i-te Ausgabe 9] .

Fir diese Funktion gelten folgende Eigenschaften.
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Fakt4 1.Vke[n] fi(k)<fi(k+1).
2. Der Sortierschaltkreis arbeitet korrekt, genau dann wenn

1; k>4
fi(k){ 0; sonst

Der zweite Teil beschreibt eine Verallgemeinerung des 0/1-Prinzips. Aus diesen Aussagen kann man nun
folgendes Lemma schlussfolgern.

Lemma 19 Falls f;(u) < e und f;(v) > 1 — € gilt. Dann kann bei einer zufélligen Permutation von
[n] als Eingabe die Ausgabke mit Wahrscheinlichkeit — ¢ — € innerhalb einer Position im Intervall
{u,u+1,...,v— 1} ausgegeben.

Wir betrachten nun eine neue Eingabewahrscheinlichkeitsverteilung. Statt Permutationen, betrachten
wir jedes Eingabebit gleichwahrscheinlich mit Wahrscheinlichkeitif 0 gesetzt und mit Wahrscheinlich-
keit 1 — p auf1 gesetzt. Ferner seien diese Eingabe-Zufallsereignisse voneinander unabhéngig.

Fur diese Eingabeverteilung sei

9i(p) := P[i-te Ausgabe $)] .
Fir diese Funktion gelten folgende Eigenschaften.
Fakt5 1. g;(0)=0
2. gi(1) =1
3. gi(p) = dg;i;m > 0furp e (0,1)
Zwischen den beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen gilt folgende Beziehung:
gp)= > (Z)pk(l —p)" Ffi(k) .
0<k<n
Damit gilt folgendes Lemma.

Lemma 20 Falls g;(u) < 27" undgv > 1 — 2-n" dann gilt fir zufallige Eingabepermutationen tber
[n], dass digi-te Ausgabe mit Wahrscheinlichkéi(2—"" .

Beweis: SeiB(n, p, k) = (})p"(1 — p)"~*. Durch Anwenden von Stirlings Formel kann man zeigen

B(n,k/n, k) = Q(% .

Danung;(k/n) > B(n, k/n, k- f;(k)) folgt f;(k) = O(\/ng;(k/n)). Damit ist

fillu-n)) = O(Wngi(lu-n|/n)) = O(Vngi(u)) = O(vn2™"") = 02" T3 1°8m)

Eine analoge Abschétzung gilt fiir([v/n]). O

Wir definieren nunug,y ;1) := gi(k), wobei bin(i, k) die k-stellige Binardastellung voinbeschreibt.
Mit Hilfe dieser Notation erhalten wir nun die folgenden Rekursionsgleichungen zur Beschreibung von
gi(p) fura € {0,1}*

aao(p) = 2a4(p) — aa(p)’

Aoy 1(29) Qq p)2
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Wir betrachten nun die Umkehrfunktidn,(z) := p, so dassi,(p) = z gilt. Fur den leeren Strin@
gilt:
bo(2) = 7,

weil ag(2) = z.
Fur die Funktiorb, (z) kann nun ebenfalls eine Rekursionsgleichung angeben indem man die Umkehr-
funktionen vonr — 2z — 2 undz — 22 entsprechend einsetzt. Es gilt

boalp) = 1=+V1=0ba(2)

b1 o (p) = b(x(z)

\on besonderen Interesse sind die Werte

Uy = bao(27™)
Pa = ba(l1/2)
Ve = ba(l—27"")

Dies ruhrt daher, da die Ausgabewischen den Positiongm,,n | mit Wahrscheinlichkeit — 9—n’+1
auftritt.

Wir werden zeigen, dass gilt, — u, = O(n°~!). Hierfiir betrachten wir die “Distanz” zwischen,
undwv, und deren Abnahme bei Zunahme ven

Am Anfang sindp undq relativ weit von einander entferent.

SeiA(p, q) = log =) ein AbstandsmaR.

. (1-q)p
Fira = @ gilt:
1—277")2
Ap.g) = A 1 -2 =10g T 2T St o).
Es gilt:
y—x < Az,y) .
Zu zeigen islha(Z—"a, 1-— 2—”5) < n7=1-9 wobei
A(ba(p), ba(p))
ha(p,q) = ———".
®.9) = =A%)
Als ersten Schritt beobachten wir
ho(p,q) = 1
hoa(p,q) = ho(ba(p),ba(q)) - ha(p,q)
hla(p7 Q) = hl(ba(p)aba(Q)) : h’(l’(pvq

An dieser Stellen ist das Skript noch unvollstandig.

Damit ist das Theorem bewiesen. Wie man damit ei@log n) tiefen Sortierschaltkreis konstruiert,
sei dem Leser als Ubung iberlassen.
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Kapitel 6

Zwei N'P-vollstandige Probleme schnell
gelost

6.1 Farbung in konstanter Zeit

Das Problem dek-Farbung ist eines der éltesten graphthereotischen Probleme. Diese Aufgabe finge wohl
mit der Frage an, ob eine Landkarte mit Staatsgebieten so eingefarbt werden kann, dass keine zwei benach-
barte Lander die selbe Farbe besitzen. Wegen der eingeschrankten Drucktechnologie war die Reduzierung
der Anzahl der verschiedenen Farben elementar. Waren die Staatsgebilde zusammenhangend (was in der
Praxis sehr oft verletzt wird), so war den Kartographen kein Beispiel bekannt, in dem man mehr als vier
Farben bendétigt. Erst viel spater wurde bewiesen in [RSST97], dass dies im Allgemeinen der Fall ist.

Formal ist das Farbungsproblem beschrieben durch eine Instanz eines ungerichteten Graphen, und einer
Schranke fiir die Anzahl der verfigbaren Farben. Das Farbungsproblem war unter den ersten Problemen,
die als\P-vollstandig erkannt worden sind. Andererseits ist es aber sehr einfach dieses Problem fiir einen
zufélligen Graphen zu l6sen, wie von Wilf in seinem Buch [Wil87] im letzten Abschnitt beschrieben wird
(entsprechender Artikel [Wil84]).

6.1.1 Das chromatische Polynom

Zum Aufwarmen werden wir uns mit der Anzahl der Méglichkeiten einen gegebenen GraphieRartien
korrekt einzufarben befassen. Wir definieren hierfiir die Funktion @& N — N als

#Cq (k) := Anzahl gultiger Farbungen vo@ mit & Farben

Das einzige was die Anzahl der Farbungsmdglichkeiten behindert sind Kanten. Daher gilt fir die kan-
tenentleerten Graphdn, := ([n], 0):
#Cp, (k) = k™.

Sei nune = {v, w} eine Kante des Graphe&in = (V, E). Dann sei
G —{e} = (V.E\{e}).
Es gilt das folgende Lemma.

Lemma 21 Die Anzahl der Farbungen va@ — {v, w} mit unterscheidlichen Farbungen verundw ist
gleich der Anzahl der Farbungen van

Dieses Lemma folgt sofort aus der Definition einer gliltigen Farbung, die verlangt, dass zwei Knoten einer
Kante unterschiedlich gefarbt sind.

Lemma 22 Seienv undw Knoten, so dass = {v,w} € E(G). Die Anzahl der Farbungen i& — {e} in
denerv undw die gleichen Féarbungen haben ist gleich der Anzahl aller FarbungerG/gre}, wobei

G\ {v,w} =V \{w},(E\{{z,w} |z V}HU{{z,v}|veV\{w}A{z,w} € E}.
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Beweis: Die Transformationertz \ {e} kann man beschreiben, als Zusammenziehen der kanteei-
nem neuen Knoten, der alle Kanten der zusammengefassten Knoten erbt (und natirlich auf die Kante
verzichtet).

Durch diese Umformung bleibt die Farbungsbedingung jeweils erhalten und fir jede Kante kann man
sich leicht verdeutlichen, dass die Anzahl der Farbungsmdglichkeiten durch diese Transformation nicht
eingeschrankt wird. O

Fasst man diese beiden Lemmata zusammen, erhédlt man die folgende Beschreibung der Anzahl der
Mdoglichkeiten einen Graphef — {e} gliltig zu farben.

Lemma 23 Fir e € E(G) qilt:
#C(G — {e}, k) =#C(G \ {e}, k) + #C(G, k) .

Beweis: Wir haben in den beiden vorgegangen Lemmas jeweils die Anzahl der Farbungsmaglichkeiten
von G — {e} mit gleicher und unterschiedlicher Farbung der Endknoterevmeschrieben durch #G, k)
und #GG \ {e}, k). O

Dieses Lemma beschreibt schlie3lich auch eine konstruktive Methode zur Bestimmung der Anzahl der
Farbungen void. Hierzu formen wir die Gleichung des Lemmas um zu

#C(G, k) = #C(G — {e}, k) — #C(G \ {e}, k) .

Diese Regel kann man nun rekursiv anwenden ohne beflirchten zu missen, in eine Endlosregel zu kommen,
da sich in jedem Schritt die Anzahl der Kanten um mindestens eine (nalietiuziert. Die Knotenanzahl

bleibt hierbei inG — {e} gleich und wird inG \ {e} um eins reduziert. Wir erinnern uns, dass kantenleere
Graphen mit, Knoten als Farbungszahl ein Polynom vom Grathben und erhalten daher die Gewissheit,

dass das folgende Theorem gilt:

Theorem 31 Die Anzahl der Méglichkeiten einen Graphen miKnoten mitk Farben korrekt einzuféarben
wird durch ein Polynom tibet mit Grad von héchstens beschrieben.

Beweis: Als Beweis kann man eine vollstandige Induktion tber die Anzahl der Kanten angeben

6.1.2 Dreinutzliche Lemmas

Bevor wir nun zeigen, dass wir 3-Farbungen in konstanter erwarteter Zeit berechnen kénnen, missen wir
den folgenden ganz nitzlichen Satz (elegant) beweisen.

Lemma 24 Fir alle s, ..., s, > 0 mit Zie[k] s; = L gilt:
L2
PRI
; k
i€[k]

Beweis: Es gilt

L\’ b, s; L2
0 S £ (87; — k) = Z(SZ) — 2L? + ﬁ

I
VR
-
»
e
~
|

Damit ist das Lemma bewiesen. O
Wir stellen nun die umgedrehte Frage zur Anzahl Farbungen eines Graphens. Angenommen wir hatten
eine Farbung vorgegeben, wie viele Méglichkeiten gibt es fiir Graphen mit eben dieser Farbung.
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Lemma 25 SeiC : [n] — [k] eine vorgegebene Farbung vérFarben aufn Knoten. Dann ist die Anzahl
n2(1-1)

der Graphen, fur die eine solche Kantenfarbung gultig ist, hbchstens——

Beweis: Bezeichne fir die Farbung die Zahlens; die Anzahl der Knoten, welche die Farberhalten.
Dann gilt natdrlich

Mogliche Kanten kénnen naturlich nur zwischen verschiedenfarbigen Knoten entstehen. Damit ist die An-
zahl moglicher Kanten beschrieben durch

E SiSj = E SiSj

1<i<j<k i#£]

_ 1 Z,]GUC] Sj*Z(Si)Q

[\
V2]

Il
| =
—
)
-
SN—
[\v]
|
N | =
—~
¥
-
N
o

< n72 } 12 — 1 2 (1 l
= 2 2\%/) ~ 2" k)
Da jede dieser Kanten vorhanden oder nicht vorhanden ist, ergibt sich also obere Schranke fir die Ge-

samtanzahl aller Moglichkeiteze™” (1= %) a
Hieraus folgt sofort die folgende obere Schranke fiir die Anzahl von Farbungen eines Graphen:

Lemg1a 26 Die Anzahl giltiger Farbungen eines Graphen miknoten durchk Farben ist hdchstens:
nkon®(1-1/k)/2

Beweis: Wir zahlen zuerst alle mégliche Farbungénp, .. ., C,, vonn Knoten mitk Farben auf. Dieses
sindn* viele. Dann wenden wir das eben bewiesene Lemma an und erhalten das gewiinschte Résultat.

6.1.3 Der Backtracking-Algorithmus

In Abbildung 6.1 ist ein einfacher Backtracking-Algorithmus dargestellt, der das Graphfarbungsproblem
[6st. Wenn wir den Berechnungsbaum dieses Algorithmus betrachten, erkennen wir, dassiimTieée

der Knoten; gefarbt wird. Als innere Knoten des Baumes ergeben sich damit in jeder Tiefe hdchstens so
viele Mdglichkeiten, wie der Teilgraph bestehend aus den eid€anten (und induzierten Kanten) gefarbt
werden kann.

Da der Baum hochsterismal mehr Knoten als innere Blatter haben kann, gilt also:

Lemma 27 Der Algorithmus in Abbildung 6.1 erzeugt einen Berechnungsbaum der @¢R¢._, #C(G;, k),
wobeiG,y, := ([m], EN{{i,j}[i,j € [m]}}.

Damit ergibt sich die durchschnittliche AnzaHl(n,%) von Knoten im Backtracking-Algorithmus

57



Proc Coloring (G, k)
begin
11
Jg—=1
while i € [n] do
C; < j (Féarbe Knoteni mit Farbej)
if FarbungCy, ..., C; gultig then
1—1i1+1
J—1
else
if j < kthen
Je—Jj+1
else
1—1—1
if ¢ > 1then
j—C+1
fi
fi
fi
od
if i =n + 1then
return GraphG mit k& Farben farbbar
else
return GraphG mit k£ Farben nicht farbbar
fi
end

Abbildung 6.1: Ein einfacher Backtracking-Algorithmus fiir das Farbungsproblem
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durch:

1
A(n, k) = - . # Knoten im Suchb flw
(n, ) # Graphen mi, Knoten ch; notenim suchbadm

= 2-(%) Z Z# Knoten in Tiefed
GEGy d=0

= 27 Y an#C(Gd,k)

Gegy d=0

- 2*(2‘)5: > #C(Ga, k)

d=0G€eGn

_ (Y 200 Y sc(Guk)
d=0

Gegq

= Y 2@ 3" #ea. k)

d=0 GeGqy

n

Hierbei liegt die Beobachtung zugrunde, dasgles(2) Mdoglichkeiten gibt, einen bestimmten Graphen
G mit d Knotenl,...,d in einen GrapherG mit Knoten [n] wiederzufinden. Das kommt daher, dass
() - (;l) Kanten noch frei wahlbar sind i \ G.

Durch Anwendung des Lemmas folgt nun:

A(n k) < ZT(;) pd . 93d*(1-1/k)
d=0

n
— 2 2
ZQ*er%*gkardlogk

d=0

IN

< iQ—%+gdlogk < 9O(klog? k)
d=0

Damit konviergiert diese Folge unabhangig varwir kdnnen also erwarten, dass der Suchbaum héch-
stensk innere Knoten hat. Fir diese Gréf3e kann man aber den Farbungstest innerhalb eines Teilgraphen
mit k& Knoten in Zeitk? 16sen. Der gesamte Algorithmus lieRe sich also in konstanter Zeit I6sen. Dane-
ben muss aber auch bemerkt werden, dass die Laufzeit in der Anzahl der verfligbaren Farben exponentiell
zunimmt.

Der Wermutstropfen an diesem Ergebnis ist, dass der Algorithmus nur dann effizient ist, wenn keine
Farbung gefunden wird. Er ist also nur deswegen schnell, weil ziemlich schnell verifiziert werden kann,
dass der Graph nicht farbbar ist. Damit ist der Algorithmus fir die wirklich interessanten Falle nicht zu
gebrauchen.

6.2 Das Rucksackproblem in erwartet polynomieller Zeit

Das Rucksackproblem ist eines der wichtigsten Optimierungsprobleme. Formal ist es gegeben durch:
e Gegebem Elementg(wy, p1),. .., (wn, p,) € R? und eine Schrankec R.

e Gesuchtist eine Teilmende C [n], wobei

LY cswa<eg
2. ) g pi istmaximal.
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Abbildung 6.2: Gewicht/Profit-Diagramm — Ausgangslage

Die Parametetv; werden Gewichte genannt upg Profite. Wir stellen uns also einen Schatzsucher vor,
dern verschiedene Stiicke findet und nur ein Gesamtgewicht maich Hause tragen kann. Der Wert eines
Stlcks ist nurp; und dieser Profit soll maximiert werden.

Wir diskutieren kurz eine einfache Strategie fir dieses Problem.

Gierige Profitmaximierung Wenn der Schatzsucher nun das teuerste Stiick nimmt, das er gerade noch
tragen kann und dann das néchst teuerste und so weiter. Dann verschenkt er viel, wie man an den folgenden
Beispiel sieht:
i |1 2 4
w; |1 2 4
p; |3 2 1 1 2 4

Wenn nurc = 6, wirde der gierige Schatzsuche das schwere Stlick mit Gewicht 6 und Wert 4 nehmen.
Er wirde aber mit den Elementém, 2,3} das selbe Gewicht, aber Wert 6 erreichen.

Bis jetzt ist noch kein polynomial-zeitbeschrénkter Algorithmus bekannt, der dieses Problem effizient
[6st. Was nicht verwundert, wenn man weiss, dass das RucksackpraBienolistandig ist.

Wir tragen nun die Elemente unseres Beispiels in Abbildung6.2 in ein Gewichts/Profit-Diagramm. Der
senkrechte Strich deutet an, wie grol3 der Rucksack ist. Kombiniert man zwei Elemente, wie z.B. 1 und 2
so erhalt man einen neuen Punkt. In Abbildung6.3 sind alle Kombinationen dargestellt. Die interessanten
Kombinationen sind die, deren Gewicht kleiner ist als alle anderen, wobei der Profit groR3er ist als ande-
re. Diese Menge entsprechen der dargestellte Treppenkurve. Formal fihren wir hierfir den Begriff der
Dominanz ein.

3 5 6
3 5 6

Definition 20 (Weingartner,Neuss) Fir eine InstanZ dominiert die Menge&; C [n] die MengeS; C [n]

genau dann wenn
ZwiS sz A ZPiZ Zpi-

€S 1€Ss 1€S1 i€S2
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Abbildung 6.3: Gewicht/Profit-Diagramm mit allen Kombinationsmdglichkeit und Pareto-optimaler Linie
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Fir das Gesamtgewicht der Elemente &us_ [n] schreiben wir auchu(S) := >, g w;, sowie
p(S) =, cq pi flr den Gesamtprofit.

Die Klasse aller Mengen, die alle anderen Mengen dominieren, ist besonders interessant, da diese unse-
re Losungsmenge beinhaltet. Diese Mengen nennt man Pareto-optimal. Wir notieren/3jémmitir eine
Instanzi. Man kann sie schrittweise konstruieren, indem man sukzessive die Elementmenge vergroéRlert.

Definition 21 Fir eine InstanZ seienDy (i) := {S1,..., S, } mitS; C [i] die Menge aller Mengen, die
alle anderen Mengefc [:] dominieren. Also

Dr(i):={S C[i]| AS C[n] : S’ dominiertS}.

Kennt manD;(i), so kann man die MengB; (i + 1) bestimmen, indem man das folgende Lemma
anwendet.

Lemma 28

Beweis: Wir beweisen diese Lemma durch einen Widerspruchsbeweis in dem wir eine Mergaus-
setzen, die iD; (i + 1) vorhanden ist aber nicht in der Menge auf der rechten Seite der Inklusion. Hierflr
gibt es zwei Falle

1. Fall{i +1} ¢ S.

Dann gibt es keine Teilmenge vdih+ 1], die S dominiert. Somit dominiert auch keine Teilmeng
von [i] die MengeS. Also istS € Dy (i).

2. Fall: {i +1} € S.

Keine Teilmenge irfi + 1] dominertS. Damit dominiert auch keine Teilmenge vphu {i + 1} die
MengeS. Sei S’ = S\ {i + 1}. Dann dominiert keine Teilmenge vdi} die MengeS’, wie man
leicht aus der Definition der Dominanz folgern kann. AlsaSSt D i).

O
Die MengenD; (i) kann man in geeigneter Darstellung effizient, d.h. in Linearzeit berechnen. Hierflr
werden die Element§ gemaR ihres Gewichts(.S) sortiert in eine Liste gespeichert. Damit folgt sofort
das folgende Lemma.

Lemma 29 AusD; (i) kann manD; (i + 1) in Linearzeit berechnen.

Beweis: Aus der ListeL zu D; (i) berechnen wir zuerst die List€, die der Mengg SU {i + 1} | S €
Dy (i)} entspricht. Nach dem vorangegangen Lemma wissen wir,Jdagst 1) eine Teilmenge der Verei-
nigung dieser beiden Mengen ist. Nun flihren wir eine Merge-Operation der Uisted L’ aus, wobei wir
eine gemaR des Gewichts sortierte neue Lisezhalten. In dieser Liste werden nun durch eine Durchlauf
die nicht-pareto-optimalen Elemente entfernt, indem man die Elemente entfernt, die nicht der Treppenkur-
ve entsprechen. O
Jetzt sind wir in der Lage, den Nemhauser-Ullman-Algorithmus zu beschreiben, siehe Abbildung6.4.
Beziglich der Laufzeit des Nemhauser-Ullmann-Algorithmus kénnen wir die folgenden Beobachtun-
gen machen.

e Der Nemhauser-Ullmann-Algorithms hat im Worst-Case exponentielle Laufzeit.

Zwar bendtigt der einzige nicht-triviale Berechnungsschritt der Berechnun®y@nt- 1) ausD; (4)

nur lineare Laufzeit, jedoch bezieht sich dies Laufzeit auf die GroRéxndf) und diese Menge kann

sich im schlimmsten Fall in jeden Schritt verdoppeln, was zwangslaufig zu exponentieller Laufzeit
fuhrt.

o Als zweite Beobachtung erhalten wir fur die Laufzeit time(I) des Nemhauser-Uliman-Algorithmus.

i€[n]

timeyy (1) = O <i|D1(z)|> = O(n-max|Dr(n)]) .
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Proc Nemhauser-Uliman-Algorithmus
Geg.: InstanZ = (p;, w;);e[n) Mit p;, w; € R,
begin
Dy(1) — {(p1,w1)}
for i — 2ton do
BerechneD; (i + 1) ausD;(3)
od
return D;(n)
end

Abbildung 6.4: Der Nemhauser-Ullman-Algorithmus zur Berechnung aller Pareto-opimalen Lésungen ei-
ner Instanz des Rucksackproblems

6.2.1 Average-Analyse

Wir bezeichnen migy(n) := max;c,) |Dr(n)]. Wenn die Gro3e von(n) im Erwartungswert polynomiell
beschrankt ist, dann ist der Nemhauser-Ulimann-Algorithmus ebenfalls im Erwartungswert polynomiell
beschrankt. Damit gentigt es folgendes Theorem zu beweisen:

Theorem 32 Werderp;, w; fir alle i € [n] gleichwahrscheinlich und unabhangig aus dem Inter{éall ]
gezogen, dann gilt
E¢(n)] = E {max |D1(n)] < 16n*+1.

1€[n]
Wir werden den Rest diesen Abschnitts den Beweis dieses Theorems widmen, da dies die folgende
Laufzeitaussage zulasst.
Korollar 2 Das Rucksackprobem laRt sich in erwartet polynomieller Zeit®@6m*) berechnen.

Seinury := |D;(n)| die Anzahl der dominierienden Mengen vhrSeim := 2™ und seierfy, ..., Sy,
die Menge aller Teilmengen vdn| sortiert nach ihrem Gewicht.

Bezeichne nuP; := p(S,) := ZieSu P UNd A, := max,¢c[y) Py — MaAXye[y—1] Do-

Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 30 Fur v > 2 gilt:
E[A, | A, >0] >

1
32n2’
Beweis: Es gilt nach der Markov-Ungleichung:

1 1
ElA, |A, >0 > PlA, > — | - — .
(Ao | >0) [ 16n2] 16n?

Wir werden im folgenden Lemma zeigen, dasg®, > = | A > 0] > 1. Hieraus folgt dann der
Beweis dieses Lemmas.
Nach Definition gilt

1
>
= 16n2

P{A \A>O} = P[Vve[u—l] : p(Su)Zp(SU)—&—W | Vo € [u—1] : p(Su) > p(Sy)] -

Wir haltenu fest und bezeichnen nun mi, := S, \ S, undY, := S, \ S,. Dann gilt also:

P{Auz 161712 \A>0} = P[Vve[ufl} :p(Xu)zp(Yv)+161n2 [Vo € [u—1] : p(Xy) > p(Yy)] -

Wir sortieren nun die Elemente a{is, . .., n} soum, das$,, = {1, ..., k} und[n]\S, = {k+1,...,n}.
Damit gilt X, C [k]undY, C {k+1,...,n}.
SeinunL, = p(X,). Wir zeigen zuerst das folgende Lemma.

63



Lemma 31 1
P[L, > in |Vv e [u—1] : p(Xy) > p(Ys)] >

>

Beweis: Es gilt:

IA

PIL, < Vo e fu—1]: p(X) 2 p(V)] < PEEW p > - Vo€ lu—1] 5 p(X0) > p(Ve)]

IN

ST Pl > o Vo e lu—1] ¢ p(X0) 2 p(Ye)]

JEIK]

S Py > o]

- ~ 4n

JE[K]

L

in — 4

Die Abschatzung die von bedingten Wahrscheinlichkeiten zu unbeedingten Uberfuhrt, gilt, da die Bedin-

gungvv € [u — 1] : p(X,) > p(Y,) wegfallt, dannp; sogar wahrscheinlicher wird, dac [k] wie eben

auchX, C [k]. O
Wir kehren zum Beweis des vorherigen Lemmas zurtick und beobachten, dass

IA

PIvo € [u— 1] & p(X,) 2 p(¥) + 1 [0 € fu—1] : p(X) > p(¥,)

1
=PVYweu—1] : L, zp(Yu)—&—W [Vv e [u—1] : p(Yy) > Ly -
Seinun

1
AIZ{(PkH><~~><Pn)€[071]n_kVve[u_l] : p(Yv>>Lv_16”2}

eine Teilmenge des — k-dimensionalen Raums. Ferner sei
Bi={(pe+1 %X ... xpn) €0,1]" F Vo e [u—1] : p(Y,) > Ly} .
Sei Vol(A) der Rauminhalt einer Mengé. Dann gilt gemaR dieser Notation

1 _ \Wol(AnB) _ Vol(4)
PlAw 2 360 [ 20> 0 = =i = wois)

daA C B.
Sei nun

Bs = {{(pk—H X Xpn) € [071 76]717]9 |V’U € [uf 1] : p(Yv> > (1 - G)Lv} .

Dann gilt Vol(B,.) = (1 — ¢)"~* . Vol(B). Wie muss nure gewahlt werden, so dags. C A mit Wahr-
scheinlichkeit?? DaL, > ;.- mit Fehlerwahrscheinlichkei erhalten wir fure = 4, dassL, (1 —¢) =
Ly(1 — &) < L, — 1=z und damit istB, C A.

Nun gilt fir die Volumina dieser Mengen:

Vol (A4) > Vol(B.) = (1 — )" % -Vol(B) > (1 — e(n — k)) - Vol (B) > va(B) .

Damit gilt aber

1 3 1 1
[Bu = 16n3 | >0 = 4 4 2
Damit folgt das Lemma und auch das zuvor stehende Theorem. O
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