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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

ReQUI5re Sprachen Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition

— Eine Sprache heiBt regular, falls ein endlicher Automat sie akzeptiert.

> Wir schreiben auch REG fiir die Klasse (Menge) aller regularen Sprachen

Informatik 1l 2. Vorlesung - 3



Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

A\ Regulare Operationen Rechnermetze und Telemati

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition

— Die regularen Operationen Vereinigung, Konkatenation und Stern
werden wie folgt definiert

1. Vereinigung:

AUB={z |z € A oder z € B}

2. Konkatenation

AoB={zy|z€ A und y € B}
3. Stern

A*={z1z2...2% | k>0 und z; € A}
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Prof. Dr. Christian Schindelhauer

»Sei X ={a,b,c,d,..., z}
— A = {wadda, hadda}
— B = {du, da}

»Vereinigung

A U B = {wadda, hadda, du, da}

» Konkatenation

A o B = {waddadu,waddada, haddadu, haddada }

> Stern

B* = {¢, du, da, dudu, duda, dadu, dada, dududu, dududa, dudadu, . . .}

Informatik 1l 2. Vorlesung - 5
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AbSCh I u SS u nte r Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
- - Rechnernetze und Telematik
Vereini gung Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Theorem

— Die Klasse der reguldren Sprachen ist abgeschlossen unter der
Vereinigung.

»D.h. Falls A regular ist und B regular ist, dann ist auch A U B regular
> D.h.
— Gegeben ein endlicher Automat ftr A und
— gegeben ein endlicher Automat fur B,
e dann gibt es auch einen fir AU B
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
m = Institut fir Informatik
BeWGISIdee Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Gegeben 2 Automaten und die Eingabe 0110

» Simuliere mit zwei Fingern die Automaten gleichzeitig
» Falls einer der Finger akzeptiert, akzeptiere
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
m = Institut fir Informatik
BeWGISIdee Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Gegeben 2 Automaten und die Eingabe 0110

» Simuliere mit zwei Fingern die Automaten gleichzeitig
» Falls einer der Finger akzeptiert, akzeptiere

Idee: Ersetze zwei Finger durch mehr Zustande
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Der Automat fur die Albert-Ludwigs-Uriversitat Freiburg

Institut fur Informatik

- - Rechnernetze und Telematik
Verelnlgte SpraChe Prof. Dr. Christian Schindelhauer
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A\ Die formale Konstruktion

> Theorem

— Gegeben sei ein endlicher Automat
M, =(Qq, Z, 8¢, 94, F4) fir A; und

— gegeben sei ein endlicher Automat
M, = (Q,, Z, d,, ,, F,) fir A, dann
gibt es auch einen endlichen
Automaten fir A; U A,

> Beweis

— Wir konstruieren einen Automaten
M=(Q,Z,09,q, F)derA; UA,
erkennt

Informatik Il

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

. Zustandsmenge

Q={(r,ry) | r;y EQ,und r, € Q,},
Q ist das kartesische Produkt aus Q;
und Q,

. Alphabet bleibt gleich

Wir erlauben uns diese Vereinfachung,
dass die Ausgangsalphabete gleich
sind.

Eine kleine Modifikation wirde den
anderen Fall auch beweisen

. Ubergangsfunktion

Furaller,€Qundr,EQ,unda€x
gelte

6((Tlv T2)’ CL) — (61 (Tla a)’ 52(T2’ a))

. Anfangszustand: q, = (q4,9,)
. Akzeptierende Zustande:

F:{(Tl)T'Z) | ™1 EFl oder To € F2}
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
= Institut fir Informatik
Der fO rmale Bewels Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Theorem

— Gegeben sei ein endlicher Automat
M, =(Qq, Z, 8¢, 94, F4) fir A; und

— gegeben sei ein endlicher Automat M, = (Q,, Z, d,, q,, F,) fur A, dann gibt es auch
einen endlichen Automaten fur A; U A,

> Beweis

— Wir konstruierten einen Automaten
M=(Q,Z, 9, q, F)der A; U A, erkennt
— Der Rest des Beweises erfolgt durch eine Induktion tUber die Lange der Worte
* Induktionsanfang: Maschine ist in g, flr €

¢ Induktionsannahme: Maschine ist in Zustand (8,(g4,w), d,(g,,w)) nach
Abarbeiten von w

= Erweiterung der Def. der Ubergangsfunktion: §,(g,wa) = §,(84(q,w),a)

¢ Induktionsbehauptung: Maschine ist in Zustand (84(q4,wa), d,(q,,wa)) fir w a,
wobeiae X undw g X"

¢ |nduktionsschritt: FUihre eine Transition aus
— Der Beweis folgt dannaus: F' = {(r1,72) | 71 € F1 oder 12 € Fy}
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
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Dle Kon katenatIC)n Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Sind endliche Automaten auch unter Konkatenation abgeschlossen?

> 1. Idee:
— Automat M, akzeptiert Sprache A,
— Automat M, akzeptiert Sprache A,
— Konstruiere Automat M, der aus den Zustanden von M, und M,, besteht

— Die Ubergénge miissen dann noch hingebastelt werden...
-7

» Nach langeren Probieren:
— ldee funktioniert nicht mit DFAs!!!!

» LOsung: Betrachte nicht-deterministische endliche Automaten (NFA)
(Non-deterministic Finite Automaton)
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Institut fur Informatik

A\ Ein nichtdeterministischer  AberttuviosUnversitat freibug

Rechnernetze und Telematik

AUtO mat Prof. Dr. Christian Schindelhauer

U
1 0,e 1

»Was ist anders:
-Von g, gehen zwei Uberginge mit 1 aus
-Von g, geht ein e-Ubergang nach g,
—Von q, fehlt der Ubergang bei Zeichen 1
—Von g, fehlt der Ubergang bei Zeichen 0
»Wann akzeptiert so ein Automat?
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Prof. Dr. Christian Schindelhauer

»Verwechslungsgefahr:

— Die Sprache, die aus keinem Wort besteht, ist die leere Menge: &
e (Jist kein Wort!

— Das leere Wort ¢ ist keine Sprache, sondern eine Folge der Lange 0.
e ¢ ist keine Sprache.

e ¢ ist kein Zeichen!!!
e Es gibt Sprachen, die ¢ beinhalten.
e Es gibt Sprachen, die ¢ nicht beinhalten.
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Berechnung eines NFA Prof. O, Ohistan Schindelhaer
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é Akzeptierende Berechnung A= e
Rechnernetze und Telematik

eines N FA Prof. Dr. Christian Schindelhauer
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Wann akzeptiert ein NFA?
,A\ (nondeterministic finite
automaton)

Ein nicht-deterministischer
endlicher Automat akzeptiert
ein Wort, falls es (unter allen
moglichen) mindestens eine
akzeptierende Berechnung gibt.

Informatik Il

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer
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Rechnernetze und Telematik

é Komponenten des A G St i Informath
Be i S p i e I a UtO m ate 1] Prof. Dr. Christian Schindelhauer

1. Zustédnde Q = {q4, 95, A3, A4}
2. Alphabet * ={0,1}

3. Ubergangsfunktion:
* 9(94,0) = {a4}

0(d4,1) = {a, a,}
8(d4,8) =D
08(d,,0) = {d,}
8(g,,1) = 0 1 ¢
8(q,€) =

(92) _{qs} o | {an} {q1,92} 0
8(q3,0) = &

_ q2 {QS} ) {Q3}

0(ds,1) = {q,}
8(g,) = @ g3 | 0 {q4} 0
8(cls,0) = {a} qa | {qa}  {q4} 0
0(a4,1) = {a4}
0(qy,e) =

4. Startzustand q,= q,
5. Akzeptierender Zustand F = {q,}
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
- Institut fur Informatik
Komponenten eines NFA Rechnenetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer
> Notation:
-Sei Z, =2 U {e}
—P(M) die Potenzmenge von M
* z.B. P({a,b})={,{a},{b}.{a,b}}
» Definition

—Ein nichtdeterministischer

endlicher Automat wird durch das 5-
Tupel

Q, , 9, q, F) beschrieben
1. Q: Eine endliche Menge von
Zustanden
2. 2. ist das Alphabet
3.8: Q x Z, = P(Q) ist die
Ubergangsfunktion
4. qo € Q: ist der Startzustand

5. F C Q: ist die Menge der
akzeptierenden Zustande

Informatik Il
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nichtdeterministischen endlichen Institut flir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Automatens (N F A) Prof. Dr. Christian Schindelhauer

.b- BereChnung eines Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

> Definition

- Sei M=(Q, %, 9, q,, F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat.
Falls es eine

e Darstellung der Eingabe w = g, 0, ... q,, Uber dem Alphabet X,
e und eine Folge r,yr, ...r, von Zustanden aus Q gibt, wobei
1. ry=qq
2. r, ,€98(r,w,,), farallei =0, ..., m-1
3. r,€F
— dann akzeptiert M das Wort.
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

L(DFA) g L(N FA) Institut fur Informatik

Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Theorem

— Jeder deterministische endliche Automat hat einen aquivalenten
nichtdeterminstischen Automaten.

> Beweis:

— Jeder deterministische endliche Automat ist (praktisch) ein
nichtdeterministischer endlicher Automat.
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

,A\ L(NFA) C L(DFA) cecmomaaeund ot

> Theorem

— Jeder nichtdeterministischer
endliche Automat hat einen
aquivalenten determinstischen
Automat.

> Beweis:

— Gegeben sei ein
nichtdeterministischer endlicher
Automat N = (Q, Z, §, gy, F)

— dann konstruieren wir den DFA

M=(Q, % 0,qy, F) wie folgt:

— 1. Fall: kein e-Ubergang in &

Informatik Il

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

1. Zustandsmenge: Q’ = P(Q),
Q’ ist die Potenzmenge von Q

2. Alphabet bleibt gleich

3. Ubergangsfunktion
Fir aller € Q, und a € X gelte

&' (R,a) ={q € Q| g € d(r,a) fir ein r € R}
andere Notation:

o' (R,a) = | J{5(r,a)}
reER
4. Anfangszustand: q, = {q,}
5. Akzeptierende Zustande:

F'={ReQ |3reF : reR}

Zustand R akzeptiert, falls ein
akzeptierender Zustand von F in R ist
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