Informatik 111

CoNe
Freiburg

Albert-Ludwigs-Universitit Freiburg
Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

Christian Schindelhauer
Wintersemester 2006/07

15. Vorlesung
14.12.2006



Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut far Informatik

Redu ktiOnen Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Unentscheidbare Probleme
— Das Halteproblem
— Das Leerheitsproblem einer Turingmaschine
» Ein einfaches nicht berechenbares Problem
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Was ist das Komplement einer rekursiv
aufzahlbaren Sprache?
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Rekursiv =

,A\ Aufzihlbar + Ko
Aufzahlbar

> Definition

— Eine Sprache ist rekursiv ko-
aufzahlbar, wenn das Komplement
der Menge rekursiv aufzahlbar ist.

> Theorem

— Eine Sprache L ist rekursiv, genau
dann

¢ wenn sie rekursiv aufzahlbar
¢ und rekursiv ko-aufzéhlbar ist.
» Beweis (Ruckrichtung)
— Betrachte Akzeptor-TM M flr L
— und Akzeptor-TM W fir Z*\L
— Konstruiere TM E fr Eingabe x
e Berechne parallel M(x) und W(x)
— Falls M(x) zuerst akzeptiert:
e akzeptiere
— Falls W(x) zuerst akzeptiert:
¢ halte und verwerfe
> Beweis (Hinrichtung): Ubung?
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ko-aufzahlbar aufzahlbar

Komplement des
TM-Wortproblem

kontextfrei

TM-Wortproblem

TM-Nichthalte-
problem

TM-Halteproblem

TM-Aquivalenzproblem
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Zusammenfassung:
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Prof. Dr. Christian Schindelhauer

Abbildungsreduktionen

» Eine Sprache A ist kann durch Abbildung auf eine Sprache B
reduziert werden: A <_ B,

falls es eine berechenbare Funktion
f: Z*—=3* gibt,

so dass flr alle w:

WEA < fweB

Die Funktion f heiBt die Reduktion von A auf B.

Theorem

Falls A < B und B ist entscheidbar, dann ist A
entscheidbar.

Korollar

Falls A <, B und A ist nicht entscheidbar, dann ist B auch
nicht entscheidbar.

Theorem

Falls A < B und B ist rekursiv aufzihlbar, dann ist A
rekursiv aufzahlbar.

Korollar

Falls A < B und A ist nicht rekursiv aufzéhlbar, dann ist B
nicht rekursiv aufzahlbar.
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Institut fur Informatik

A\ Tu ri n g - Red u kti onen. Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Rechnernetze und Telematik

VO ru be rl eg un g Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Die Abbildungsreduktion ist ein “schwacher” Reduktionsbegriff

» Gedankenexperiment:
— Sei B eine entscheidbare Sprache
— Dann gibt es ein haltendes Programm M, das B entscheidet.
— Wir benutzen M nun als Unterprogramm
— Wenn ein Programm M’ jetzt ein anderes Problem A entscheiden will,
e kann es M beliebig haufig als Unterprogramm verwenden
= weil M immer halt

— Wenn das Programm M’ auf jeder Ausgabe von M immer héalt und eine
Entscheidung trifft,

e dann I6st es A mit Hilfe von B.
— A ist entscheidbar,
¢ weil man M und M’ zu einem Programm verschmelzen kann.

» Diese Art Reduktion ist nicht durch den Begriff der Abbildungsreduktion
abgedeckt.
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Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Definition
— Ein Orakel flr eine Sprache B

¢ ist eine externe Einheit, welche flr ein gegebenes Wort w entscheidet,
ob w ein Element von B ist.

— Eine Orakel-Turing-Maschine (OTM), ist eine modifizierte Turing-
Maschine,

¢ welche beliebig haufig ein Orakel befragen kann.

= Hierzu schreibt die OTM die Anfrage auf ein separates
Orakelband

» und findet nach dem Schreiben des Endsymbols

= sofort die Antwort auf dem selben Band.
» Beobachtung:

— Orakel mussen nicht notwendigerweise berechenbar sein.
— Z.B. mit dem Halteproblem als Orakel lasst sich das TM-Wortproblem lésen:

1. Frage Halteproblem-Orakel, ob gegebene TM M auf gegebener Eingabe w halt
2. Falls nein, gib nein aus.

3. Falls ja, fihre M auf Eingabe w aus
4. Gib Ergebnis von M(w) aus
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A Der Begriff der Turing-
Reduktion Prof,Dr. Christian Sohindehauer
» Definition
— Eine Sprache A ist entscheidbar beziiglich Orakel B,
¢ falls eine OTM M existiert mit Orakel B,

e die auf allen Ausgaben von Orakel B hélt und
e die Sprache A entscheidet.

» Definition
— Eine Sprache A ist Turing-reduzierbar auf eine Sprache B,

A<B

— falls A entscheidbar ist beziiglich des Orakels B.

» Korollar
- Aus A <_ B folgt A <; B.
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A\ Die Ora kel'Tu ri ng - Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
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Eingabe Orakel B
Wort: w

l

TM mit Orakel B

Orakelband
I

nein

Ausgabe
Akzeptiert
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Rechnernetze und Telematik

,A\ Der Nutzen der Turing- o et ir Informaie

Redu ktiOn Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Definition

— Eine Sprache A ist Turing-reduzierbar auf eine Sprache B,

A<:B

— falls A entscheidbar ist beziiglich des Orakels B.
» Theorem

— Falls A <; B und B ist entscheidbar, dann ist A entscheidbar.
» Korollar

— Falls A <; B und A ist nicht entscheidbar, dann ist B nicht entscheidbar.

» Achtung:
— Solche Satze gelten nicht fur die rekursive Aufzdhlbarkeit!
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Das Halteproblem ist

Immer noch nicht
entscheidbar

»Theorem

- Ay S HALT,
»>Beweis

— Konstruiere nun OTM S:

- S = “Auf Eingabe <M,w>, Kodierung einer TM
und Zeichenkette w

¢ Frage Halteproblem-Orakel auf Eingabe
<M,w>

e Falls Orakel verwirft, verwirft S
¢ Falls Orakel akzeptiert:

» Simuliere M auf Eingabe w bis M
halt

= Falls M akzeptiert, dann akzeptiert
S

= Falls M verwirft, dann verwirft S”
— S Turing-reduziert A, auf HALT,,,
»Theorem

- Aus A;,, < HALT;,, und der
Nichtentscheidbarkeit von A, folgt, dass
HALT,, nicht entscheidbar ist.
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Eingabe: <M,w>
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TMR
entscheidet das
Halteproblem

M halt auf w

!

Simuliere M
auf

M akzeptiel’t w

M akzeptiert
Eingabe w pachtw

Entscheider fur das
TM-Wortproblem

M halt nicht auf w

\ 4

Akzeptiere
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Rechnernetze und Telematik

é Berechenbarkeitstheorie A=t e e
fu r FO rtg eSCh ritte ne Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Das Rekursionstheorem
— Selbstreferenz
— Das Theorem
— Terminologie
— Anwendungen
» Kolmogorov-Komplexitat
— Optimale Kompression
— Zufall und Komprimierbarkeit
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1. Lebewesen sind Maschinen.
2. Lebewesen konnen sich reproduzieren.
3. Maschinen konnen sich nicht reproduzieren.

» Wer werden zeigen: These 3 ist falsch!

» Wir zeigen:
— Maschinen konnen sich vollstandig reproduzieren
— Maschinen konnen ihre eigene Beschreibung verwenden

— Es gibt Maschinen, wenn man ihren Code quadriert, erhalt man eine
funktionsgleiche Maschine.

— Es gibt Maschinen, wenn man ihre Beschreibung mit 217
multipliziert, erhalt man eine funktionsgleiche Maschen.

— Es gibt Maschinen, die in Spiegelschrift notiert die gleiche
Funktionalitat besitzen.
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Selbstreferenz
- Vorbereitung

A

> Lemma

— Es eine berechenbare Funktion
qg: 2"— X7,
e wobei fur jedes Wort w

* g(w) eine Turing-Maschine P,,
beschreibt,

¢ die w ausgibt und halt.
> Beweis:

— Konstruiere TM Q:
— Q = “Auf Eingabe w:

1.Konstruiere P, = “FUr jede
Eingabe:

1.L6sche die Eingabe

2.Schreibe w auf das Band
3.Halte.”

2.Gib <P,,> aus.”

Informatik Il
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Eingabe
Wort: w

|

TM gibt TM P, aus

Band

DFA

P
W |pra Sanc .

|6sche
schreibe w
halte

halt immer

!

Ausgabe
Wort: <PW>
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
- = Institut fir Informatik
Dle SELBST-MaSChIne Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Die SELBST-Maschine gibt eine > Resultierende Maschine AB:
Beschreibung von sich selbst aus.
> A:
» Wir konstruieren zwei TM-Teile A und — Produziert Maschinenbeschreibung
B von <B> auf das Band
» A=P <B>’ > B:
» B = “Auf Eingabe <M>, wobei M ein — Findet Eingabe <B>
Anfang eines TM-Programms ist 1. B berechnet q(<B>) = P_g_ = A
1. Berechne g(<M>) 5 Aus A wird AB
2. Kombiniere das Ergebnis mit <M>, 3 Aus AB wird <AB>

um die TM zu vervollstandigen

3. Berechne die Beschreibung der TM
und halte”

> Kombiniere Teile A und B

» Also ist das Ergebnis:
- <AB>
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. . Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Selbst-Reproduktion in anderen Sprachen Institut fiir Informatik

. Rechnernetze und Telematik
http://www.nyx.net/~gthompso/quine.htm Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> C:
char*f="char*f=%c%s%c;main() {printf(£,34,£,34,10);}%c";
main(){printf(£f,34,£,34,10);}

» Java:

— class S{public static void main(String[]a){String s="class S{public
static void main(String[]a){String s=;char
c=34;System.out.println(s.substring(0,52)+c+s+c+s.substring(52)
c=34;System.out.println(s.substring(0,52)+c+s+c+s.substring(52)

> Pascal:

— const a='const a=';b='begin write(a,#39,a,#39#59#98#61#39,b,#39#59#10,b)
end. ';
begin write(a,#39,a,#39#59#98#61#39,b,#39#59#10,b) end.
» Lisp:
— ((lambda (x)
(list x (list (quote gquote) x)))
(quote
(lambda (x)
(list x (list (quote quote) x)))))

» Brainf**k (besser bekannt als Brainfuck):

B S B T B B B S D B S o o o S B S S
D S B T T o D B B T S B B B B T T o o B B B R
L S B O L S B e S B S R B o o S S B B R S o R
S>>+ >SS HESSESS 4SSt HESS>ES >+ S S ESSHESS S+ S S A S HASS OS> H S S A S HASS S H S>>+ 45> +>
D T P B = B B o e B o B S B S B R S DRSS
R e B T 2 B B B B B B o e B B S e D S B L SO aa
S>4>>+ 45>+ttt bbb bbb RS S S S F S S F S S S S A S H 4SS+ S S F A A S S HES S F > > bbb A > S>>
i S B o T D B B B T B B B B B R R SR >SS Py PN |
Sttt [ —<<tttttttt++>> ] <<t L mmmmm e >[=<.>>H<]>[=<+>]>]<<[-[-[-[-[-[~-

[>++> ]| <+++ttttttttttttttt bttt bbb+ [ <H4> | <ttt bbbt > | <> [ <HE> ] << [ =>. < ]<<]
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1 - Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Die Programmiersprache T oot
Rechnernetze und Telematik

B ra i nfuc k Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Erfunden von Urban Miiller 1993 als Erweiterung von P”’
— P’ von Corrado B6hm 1964 ist Brainfuck ohne Ein-/Ausgabe-Operationen “,” und “.”.
»> Daten:
- 1 Zeiger
— 30.000 Zellen mit je einem Byte
» Programm besteht aus den Befehlen: > < +-.,[]
> 8 Befehle:
— > : Erhdhe Zeigerwert um 1. Der Zeiger zeigt im n&chsten Schritt auf die ndchste rechte Zelle

— < :Verringere Zeigerwert um 1. Der Zeiger zeigt im ndchsten Schritt auf die nachste
linke Zelle.

— + : Erhdhe das Byte an der Zeigerstelle um 1.

— - :Verringere das Byte an der Zeigerstelle um 1.

— . ! Ausgabe des Byte-Werts an der Zeigerstelle.

-, : Einlesen eines Byte-Werts mit Speicherung an der Zeigerstelle.

— [ :Uberspringe das Programmstiick bis direkt nach der passenden Klammer ],
falls das Byte an der Stelle O ist.
-] : Springe zurlick zur passenden Klammerstelle, falls das Byte an der Zeigerstelle nicht O ist.

» Brainfuck ist Turing-vollstandig,
— wenn man beliebig viele Zellen verwendet (statt 30.000)
» weil jede TM sich mit Brainfuck darstellen lasst
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é Selbst-Reproduktion in = #reemor iimnins
DEUTSCH o1 B Cortin Senndona

» Hier nochmal die Konstruktion in der Programmiersprache “DEUTSCH”

> P, entspricht:
— “Schreiben Sie “w””.
» AB entspricht:

— Schreiben Sie den folgenden Satz zweimal: Das erste Mal so; das zweite
Mal in Anfihrungszeichen: “Schreiben Sie den folgenden Satz zweimal:
Das erste Mal so; das zweite Mal in AnflUhrungszeichen:”

> Also A =

— Schreiben Sie den folgenden Satz zweimal: Das erste Mal so; das zweite
Mal in Anfihrungszeichen:

»Und B =

— “Schreiben Sie den folgenden Satz zweimal: Das erste Mal so; das zweite
Mal in Anfihrungszeichen:”
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
A\ Das Rekursionstheorem Aechnemnetze und Telematk
Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Rekursionstheorem
— Sei T eine TM, welche die Funktion t: 2*—X* berechnet.
— Dann gibt es eine TM R,
e welche die Funktion r: Z*—X* fUr alle w berechnet:
e r(w) = t(<R>,w).
» Interpretation:

— Fur die Berechnung einer Funktion kann man eine TM finden, welche ihre
eigene Kodierung mitverwenden kann.

» Achtung:
— T “weiB8” nicht (unbedingt), wie seine eigene Kodierung aussieht
— R wird dahingehend konstruiert, dass die Kodierung zur Verfugung steht.
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Rechnernetze und Telematik

A Beweis des
Re ku rSionstheo rems Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Rekursionstheorem
— Sei T eine TM, welche die Funktion t: 2*—X* berechnet.
— Dann gibt es eine TM R,
¢ welche die Funktion r: 2*—X* flr alle w berechnet:
e r(w) = t(<R>,w).
> Beweis
— Konstruiere eine TM R aus drei Programmteilen A,B und T (gegeben)
— A = P_g;. mit der Funktionalitat von q’,
e wobei q’ eine TM baut,

¢ welche die Ausgabe <BT> an eine existierende Bandanschrift w
anhangt

— B = “Lies das Band und wende g’ auf den mit einem Sondersymbol
getrennten rechten Bandinhalt an

* Als Ergebnis wird <P_gr. > = <A> rechts angehangt

e Kombiniere A, B, und T zu einer einzigen TM: <ABT> = <R>

e Kodiere diese Beschreibung zusammen mit w zu <R,w> auf das Band
e Ubergebe Kontrolle an T”
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A Anwendungen des Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik

Re ku rSionStheo rems Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Computer-Viren
— sind reproduzierende Programme

— welche sich ohne Einfluss eines Benutzers selbst kopieren und ausbreiten.

» Computer-Viren “leben” das Rekursionstheorem
— sie kennen ihre eigene Beschreibung

— sie sind in der Lage Kopien von sich selbst zu schreiben

Informatik Il 15. Vorlesung - 22



Ende der
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