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Rechnernetze und Telematik

é Berechenbarkeitstheorie A=t e e
fu r FO rtg eSCh ritte ne Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Das Rekursionstheorem
— Selbstreferenz
— Das Theorem
— Terminologie
— Anwendungen
» Kolmogorov-Komplexitat
— Optimale Kompression
— Zufall und Komprimierbarkeit
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

= Institut fir Informatik

I nfO rm atl O n u n d ZUfa I I Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

»Welche Sequenzen sind zufallig?
»Welche haben viel oder wenig Information?

—00000000000000000000000000O0O0OO0OO0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0ONONOO
—010101010101010101010101010101010101010101010101010101
—101011001111010101011010101101010110101010111100110101
—011010100101100010111100011101010111000010111101100010
—100011010011010110100101010101101010000000000000000000
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
,A\ Information und Zufall Rechnemetze und Tetemati
Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Bessere Beschreibungen:
—0000000000000000000O00OO0O0OO0O0OOO0O0OO0O0O0OO0O0OO0O0O0OO0O0OO0O0O0ONONO0ONQNO
. = 054
—010101010101010101010101010101010101010101010101010101
- = (01) 27
—101011001111010101011010101101010110101010111100110101
- = ww*®v, fir 101011001111010101011010101
—100011010011010110100101010101101010000000000000000000
= 1000wOww(01)°10101 0?%?, fiir w=11010

—011010100101100010111100011101010111000010111101100010
.+ = 2727

> Gibt es nicht komprimierbare Binarfolgen?
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

A\ Wie wir <M,w> kodieren Rechnernetzs undt Totemati

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Mit Hilfe eines groBeren Alphabets kann man die Wortlange weiter
komprimieren.

—z.B. 137913 = 100001101010111001

»Um ein festes MaR der Beschreibungskomplexitat zu finden, kodieren wir
Turing-Maschinen und Eingaben binar wie folgt:

— Sei 10110110...10 die Binarkodierung der TM M
— S5ei 01101011...010 das Wort w € {0,1}*

— Dann ist
<M,w>=1100111100111100...11 0001 01101011...010

»Jedes Bit von <M> wird verdoppelt
— Aus 1 wird 11
— Aus 0 wird 00
»Dann das Trennsymbol 01 eingefugt
»Dann wird w angehangt

Informatik 1l 16. Vorlesung - 5



Beschreibungskomplexitat
Definition

> Definition

— Sei x eine bindre Zeichenkette

— Die minimale Beschreibung d(x)
von X ist

— die kurzeste binare Zeichenkette
<M,w>,
e wobei M eine TM ist und

e M auf Eingabe w halt und x auf
das Band schreibt.

— Die Beschreibungskomplexitat
(Kolmogorov-Komplexitat oder
Kolmogorov-Chaitin-Komplexitat)
ist definiert als

* K(x) = |d(x)|
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Eingabe
Wort: w

1

TMM

pra| 2and

|
halt

!

Ausgabe:
M(w) =
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Beschreibungskomplexitat:
Beispiel

> Definition

— Sei X eine binare
Zeichenkette

— Die minimale Beschreibung
von X ist d(x)

— die kurzeste binare
Zeichenkette <M,w>,

e wobei M eine TM ist und

e M auf Eingabe w halt und
x auf das Band schreibt.

» Die Beschreibungs-Komplexitat
ist definiert als

* K(x) = |d(x)|

Informatik Il

Eingabe: 01
TMM
pFA| 2904, ..

Kopiere 20mal Eingabe

I
halt

!

Ausgabe:

M(01) =
010101010101010
101010101010101
0101010101
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<M> = 1100101010110

<M,w> =
111100001100110
011001111000101

X =
01010101010101010101
01010101010101010101
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> Theorem

— Die Beschreibungskomplexitat einer Zeichenkette ist hochstens um eine
Konstante groBer als die Lange der Zeichenkete, d.h.

—dceN:Vx € {01} KX)<|x| +¢c
> Beweis
— Betrachte TM M =
e “Auf Eingabe w:
» kopiere w auf das Ausgabeband
» halte”
— Sei <M> die Beschreibung von M mit der Lange k=|<M>|
— Dann ist <M, x> eine Beschreibung von x.
— |<M,x>| = 2k + 2 + |X|
— Nun ist 2k+2 eine Konstante
¢ die wir c nennen.

— Die kirzeste Beschreibung von x hat also hdchstens die Lange |x|+c.
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Die Beschreibungs-
A KompleXitét iSt niCht Rechne:rr::ggtufs;I?;(I);m:}c:t

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

berechenbar
» Theorem
— Die Beschreibungs-Komplexitat ist nicht berechenbar.
»Zum Beweis benotigen wir folgendes Lemma:
»Lemma

— Angenommen, die Beschreibungs-Komplexitat ist berechenbar. Dann gibt
es eine TM M, die auf Eingabe n ein Wort x mit Beschreibungskomplexitat
n ausgibt, wenn so ein Wort existiert.

> Beweis
— Betrachte folgende TM B
e B = “Auf Eingabe n:
» Firt=1,2,3,...:
Fir jede TM M und jedes Wort w mit |[<M,w>| = n:

Simuliere M auf Eingabe w flr t Schritte.

Falls M hélt innerhalb von t Schritten hélt,
Sei x die Ausgabe
Berechne K(x)
Falls K(x) = n, halte und gib x aus”
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

A\ Die Beschreibungs-

KompleXitét iSt niCht Rechnem:ggtufgé I'?;(I);m:}c:t
Prof. Dr. Christian Schindelhauer
berechenbar

> Theorem

— Die Beschreibungs-Komplexitat ist nicht berechenbar.
> Beweis

— Angenommen, K(x) ist berechenbar.

— Lemma (der letzten Seite) sagt:

e Dann gibt es eine TM M, die auf Eingabe n ein Wort x mit
Beschreibungskomplexitat n ausgibt.

— Betrachte folgende TM R,
¢ R = “Auf Eingabe w,
= Schreibe 2|w| auf das Band.
= Simuliere M auf n= 2|w|
» Gib x aus.”

— Da M x ausgibt, ist die Beschreibungskomplexitat von K(x)=2|w|
— Mit Hilfe von R kann man aber x auch so beschreiben:

o |<R,w>| = |w|+ 2 + 2<R>
— Falls |w| > 2+2|<R>| ist aber |[<R,w>| < K(x)

¢ Es gibt dann eine klrzere Beschreibung als die kirzeste Beschreibung
e Ein Widerspruch.
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A\ Eigenschaften der
Beschreibungskomplexitat

» Theorem
— dc e N: Vx,y €{0,1}*: K(xy) <2K(x) + K(y) + ¢
> Beweis:
— Betrachte minimale Beschreibung fur x: <M,w>
— und minimale Beschreibung fur y: <M’,w’>
— Ersetze in <M,w> jede 0 durch 00 und jede 1 durch 11
e Sei <<M,w>> das Ergebnis
— Betrachte z = <<M,w,>> 01 <M’,w’> und die TM R;:
— R = *Auf Eingabe z = <<M,w,>>01<M’,w’>
e Simuliere M auf Eingabe w und
e Simuliere M’ auf Eingabe w’
e Gibt konkateniertes Ergebnis aus”
— Die Komplexitat dieser Beschreibung <R,z> ist:
o 2|<R>| + 2+ 2 K(X) + 2+ K(y) < 2K(x)+K(y) + ¢
e flir c= 2|<R>| + 4
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Rechnernetze und Telematik

!é Eigenschaften der A et for nformatie
Beschreibun gs kom plexrtat Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Theorem
—dc € N: Vx,y €{0,1}*: K(xy) < 2K(x) + K(y) + ¢
» kann verbessert werden zu:

» Theorem
—3dc EN: Vx,y €{0,1}= K(xy) < K(x) + K(y) + 2 log |x| + ¢

» Es qilt aber nicht:
— K(xy) < K(x) + K(y) + c

> Warum?
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Rechnernetze und Telematik

A Universalitat der
Beschreibun gs kom plexrtat Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition

— Sei K, (x) die Beschreibungskomplexitat bezuglich eines
Maschinenmodells p, welches jede Berechnung einer Turing-Maschine
berechnen kann.

» Theorem
— Fur jedes Maschinenmodell p gilt:
e Jc € N: Vx € {0,1}*: Ko(X) = K(x) + €
> Beweis

— Betrachte TM U, die auf Eingabe von TM M und Wort w kodiert als <M,w>
das Ergebnis M(w) berechnet

— Sei V die Maschine im Maschinenmodell p, die U berechnet.
— Sei <M,w> die minimale Beschreibung von x
— Dann ist <V,<M,w>> auch eine Beschreibung von x aber in p.
— Es qilt:

o | <V,<M,w> | =2|<V>|+ 2 + K(X) < K(X) +

o flirc = 2|<V>| + 2
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Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg
,A\ Komprimierbarkeit Rechneretze und Telemati
Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Definition
— Sei x ein Wort.
— X ist c-komprimierbar, falls
e K(x) < [x| -c
— Falls x nicht c-komprimierbar ist, wird x als c-unkomprimierbar
bezeichnet
— Falls x nicht 1-komprimierbar ist, wird x als unkomprimierbar bezeichnet.
» Theorem
— Es gibt unkomprimierbare Worter.
> Beweis
— Die Anzahl der Worter der Lange = niist 2"
— Die Anzahl der Worter mit Beschreibungskomplexitat < n-1 ist
e 1+2+4+8+..+2Mm =211
— Damit muss es mindestens ein Wort geben, das unkomprimierbar ist.
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Rechnernetze und Telematik

A Die Anzahl
unkomprimierbarer Worter Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Theorem
— Es gibt mindestens 2n-2n-c+1+1viele c-unkomprimierbare Woérter.
> Beweis
— Die Anzahl der Worter der Lange = nist 2"
— Die Anzahl der Worter mit Beschreibungskomplexitat < n-c ist
*1+2+4+8+...+2nC=2nc+-1

— Damit muss es mindestens 2n-2n-¢+1+1 Wdrter geben, fur die kein Code mit
Beschreibungskomplexitat < n-c zur Verfugung steht.

» Damit gilt:
— Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wort c-komprimierbar ist,
¢ jst hochstens 1/2¢-1.

— Ein zufélliges Wort ist also mit groBer Wahrscheinlichkeit c-
unkomprimierbar

» Zufall und Beschreibbarkeit:
— Die Unkomprimierbarkeit ist typisch fur zuféllige Worte.

— Wahrend alle maschinell erzeugten Wort kleine Beschreibungskomplexitat
haben.
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