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Rechnernetze und Telematik

A Komplexitatstheorie -
Zeit klassen Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Die Komplexitatsklassen TIME
— DTIME, NTIME
-P
— NP
»Das Cook-Levin-Theorem
— Polynomial-Zeit-Reduktion
— Reduktion von 3SAT auf Clique
— NP-vollstandigkeit
— SAT ist NP-vollstandig
» Weitere NP-volistandige Probleme
— Knotentberdeckung (Vertex-Cover)
— Das Hamiltonsche Pfadproblem
— Das ungerichtete Hamiltonsche Pfadproblem
— Das Teilsummenproblem
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A\ Die POIynOm _Zeit_ Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik

Ab bi Id u n g S red u kti O n Rechnernetze und Telematik

> Definition (Abbildungsreduktion,
Polynomial Time Mapping
Reduction, Many-one)

— Eine Sprache A kann durch
Abbildung auf eine Sprache B in
Polynom-Zeit reduziert werden:
A <m,p B,

e falls es eine in Polynom-Zeit
berechenbare Funktion
f: Z*—=3* gibt,
¢ so dass fur alle w:
weA < flweB
— Die Funktion f heiB3t die
Reduktion von A auf B.
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» Theorem

Polynom-Zeit-
Abbi Id U ngsred u ktion ; P & Institut fiir Informatik

NP

- FallsA<,,BundBistinP,
dann ist A auch in P.

> Theorem

- Falls A<, ,BundBistin NP,
dann ist A auch in NP.
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A\ Besondere Boolesche
Funktionen

» Literal:
— ist eine einfache oder negierte Variable
-z.B.:x,y, z, X, 1y, =z

» Klausel:
— ist eine Disjunktion von Literalen
-zB.:xvy, zv-axvnay, XV ~Z

» Konjunktive Normalform (CNF)
— Konjunktion von Klauseln
—zB:(XvyAa(zv-axvAay)a((Xv-oz)
» k-konjunktive Normalform (k-CNF)

— Konjunktion von Klauseln aus k Literalen, z.B. 3-CNF

e(XVYVY)A(ZVXVAay)a(Xyvazv -2)
» Disjunktive Normalform (DNF)
— Disjunktion aus Konjunktion von Literalen
e (XAY)V(ZAXAAY)V(XA-2Z)
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> Eine Boolesche Funktion f(x,,x,,..,x ) ist erflllbar, wenn es eine
Wertebelegung fir x,,X,,..,X,, gibt, so dass f(x,,x,,..,x ) = 1
e (XVY)A(zv-xvay)a(xv -z)ist erflllbar, da
» die Belegungx=1,y=0,z=0
e(1vOAaOvOv ) a(lv)=1a1a1=1liefert.
» Definition (Satisfiability Problem of Boolean Formulas)
— Das Erflllbarkeitsproblem der Booleschen Funktion ist definiert als:

— SAT ={ ¢ | ¢ ist eine erfiillbare Funktion}, d.h.
— Gegeben:

¢ Boolesche Funktion ¢
— Gesucht:

* Gibt es x;,X,,..,X,, S0 dass ¢(X;,X,,..,X,) = 1
> Spezialfall: 3-SAT

— 3-SAT ={ ¢ | ¢ ist eine erfiillbare Funktion in 3-CNF}
- z.B.:

Y= (x1 Va1 Va)A(ZIVZZVT2) ATV T2V x2)
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> Definition:

— Eine Sprache S ist NP-
vollstandig (NP-complete) wenn:
e SENP

<
* S ist NP-schwierig m,p
= d.h.firalle LENP: L < SAT

S " [NP

»Theorem (Cook/Levin)
— SAT ist NP-vollstandig

m,p
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» Definition:
— Eine Sprache S ist NP-vollstandig (NP-complete) wenn:
e SENP
e S ist NP-schwierig
* dh.foralleLeENP:L< S
» Theorem (Cook/Levin)
— SAT ist NP-vollstdndig

> Beweis-ldee:
— Sei L € NP. Wir beweisen folgende Reduktionen:

1. Esgibteink,sodass L <mp  ANTIMERN

2. Fr alle k: AvTivERS  Smp  ANTIMEN)
3. AnTivER) <mnp PARKETT
4. PARKETT <., FinPred

5 FinPred <mp OAT

— Daraus folgt furalle LENP: L=< S
— Dann zeigen wir SAT € NP
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> Definition

— Das Parkettproblem ist das Problem, eine gegebene quadratische Flache S(1)
mit Parkettstlicken verschiedener Form lUckenlos abzudecken

— Auch bekannt als zweidimensionales Domino-Problem, also: S(4) S(2)
e Parkett-Teil S: 4-Tupel (S(1), S(2), S(3), S(4)) mit S(i) € {0,1}*
e H(S,S’) := S und S’ passen horizontal, d.h. S(2)=S’(4) S(3)
e \(S,S’) :=Sund S’ passen vertikal, d.h. S(3)=S’(1)

— Gegeben:
¢ Menge von Bauteilen M = {B,,B,,B,,..., B,}
* Oberer Rand S, |, ..., Sy, S4) S@2]=|S'4) S"(2

e Unterer Rand Smj, e S

m,m S(3) S'(3)

— Gesucht:

¢ Gibt es eine Menge von Bauteilen S
j € {2,..,m-1} die passen, d.h.

= HES,..S, ) furalleie {1,..m}, je {1,.,m-1} und

i,j i+

= V(S .,S. . )furalleie{1,.m-1},j€{1,..m}. S(4) S(2)

i,j i+,

farie {1,..,.m},

ij’

S'(3
Informatik 1l 22. Vorlesung - 9
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> Betrachte NTM M

ANTIME(n)
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Akzeptiert auf leerer Eingabe
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— die nach der
Berechnung das
gesamte Band mit
_ beschreibt

— mit eindeutigen
akzeptierenden
Zustand g,

— und die am linken
Rand der Eingabe
akzeptiert

22. Vorlesung - 11



l P, N | PRGN Ry RN I e B PO D LY N TS e

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0|0 Olo olo olo olo olo 0|0 0
1200 Oa Oa Ob 0_ 0_ o 1 O
1a00 Oa Oa Ob 0_ 0_ 0_ 0_

0 4101|101 olo o]o olo olo olo ojo O
0_ 1a01 0a 0b 0_ 0_ 0_ 0_
0_ 1a01 | Oa Ob 0_ 0_ 0_ 0_

0 Olo 100100 O]O 0]0 0]0 0]0 0]0 0
0 0b 1200 Ob 0 0 0 0
0_ 0b | 1a00 b 0 0 0 0

0 0lo 019 101|101 o]0 ojo olo 0]o 0
0_ Ob Ob_ | 1b01 0_ 0_ N
0_ 0b 0b 1b01 0_ 0_ 0_ 0_

0 olo 0lo 110|110 o]0 oo olo olo 0
0_ 0b 110 0 0 0_ 0_ 0_
O: Ob 1__10 0_ 0_ O__ O-_ O:

0 0lo 101|101 0|0 0lo olo olo 0]0 0
0_ 1_01 0_ 0_ 0 0_ 0_ 0_

3 1_01 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_

0 111|111 o]0 0lo olo olo olo 0lo 0
1_11 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_
1. 11 B B 0_ 0_ 0_ 0_ 0_

0 olo olo olo olo olo olo olo 0

0 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_

Parkettierung gelungen
Informatik Il 22. Vorlesung - 12



Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

= = = Institut fur Informatik
Belsplel red u ktl O n Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer
Eingabe 0 0 0 0 0 0 0 0
...... { -0 0l0 Olo olo olo olo olo 0
aaab___ 1200 | 0a oa | ob 0 0 0 0
111 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_ 0_
0 010 0lo 0lo olo 0lo olo 0
1a00 ‘al 1200
“™o 101 0 101
. 0_ Oa Ob
' 1a01 1b01 0_ 0a 0b
0 100 11 0
Oc Oc ..
furallece{ ,a,b
A2 g 0 1q| o)
- [To10 501 1cq 1cq fur alle g €{00,01,10,11}
101 O 101 O
- -.Oﬁ_ - - -¢

Informatik Il

22. Vorlesung - 13
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> Die Reduktionsfunktion:

- Auf Eingabe 1-Band NTM M mit Zustandsmenge Q, Startzustand q, und akzeptierenden Zustand q,,, welche in
Linearzeit rechnet und die Eingabe 16scht

— und Eingabe x € =*
» 1. Erzeuge oberen und unteren Rand durch die Teile
* S,;1=(0,0,1bin(xy) bin(qy), 0), S;;= (0, 0, 0 bin(x;), O) fliri>2
* S =(1bin(*_") bin(q,, 0, 0,0, 0), S,,;= (0 bin(*_"), 0, 0, 0) firi=>2
> 2. Erzeuge die folgenden Parkett-Teile
- Standardzellen: (0z,0,0z,0) fir allez € =
— Schiebezellen:
e (0 bin(z), 0, 1 bin(z) bin(q), 1 bin(q)) firallez& =, g & Q
e (0 bin(z), 1 bin(q), 1 bin(z) bin(qg), 0) firallez&€ =, g & Q
— Rechenzellen: Falls (g,2) —(q’,z,!) in der Ubergangsfunktion von M:
¢ (1 bin(z) bin(qg) , 0, 0 bin(z’), 1 bin(q"))
— Falls (9,2) —=(g’,z,n) in der Ubergangsfunktion von M
e (1 bin(z) bin(qg) , 1 bin(q’), 0 bin(z’), 0)
» Laufzeit: O(n) (Reduktion besteht hauptsachlich aus Kopieren)
> Korrektheit:
- Jede akzeptierende Berechnung ergibt eine vollstdndige Parkettierung
- Jede vollstédndige Parkettierung kann einer akzeptierenden Berechnung zugeordnet werden

Informatik 1l 22. Vorlesung - 14
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> Endliches Pradikat

- Ist eine Funktion P(xy,...,x,) die fir Variablen x,,...,x, € {0,1}° die

Wert 0O (falsch) oder 1 (wahr) liefert

— Wir beschrénken uns auf die folgenden Pradikate auf
Konstanten oder Variablen

* Element: FUr x,y,,...,y, € {0,1}°: fir Konstanten y,,...,y,
und Variable x

* Element(X, Yq,...,Y)) =1 gdw X € {y,,...,V.}

¢ Teile sind gleich: FUr Variablen x,y € {0,1}P mit
X= XqyeensXp und y= YiseoYp
* Teilgleich,, (X)y)
= (Xa = yb) A (Xa+1 = yb+1) A A (Xb+c—1 = yb+C-1)

» Definition FinPred (Endliche Pradikate)
- Gegeben:
¢ Eine Menge von endlichen Pradikaten
- Gesucht:

¢ Gibt es eine Belegung der Variablen x;,...,x, € {0,1}° so
dass alle Pradikate erfillt werden

> Lemma
— PARKETT <m,p FinPred

Informatik Il
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> Beispiel:
— Element(x,010,100,111)
— Element(y,110,000)
- Teilgleich, ;4 (X,Y)
— Element(z,110,011,101)
- Teilgleich, ,,(X,2)

» LOosung:
- x =100
-y=110
-z=110

— Teilgleich, 5 4 (X,y)
e x= 100, y=110
— Teilgleich, 5 5 (x,2)
e x= 100, z=110

22. Vorlesung - 15



PARKETT <, , FinPred

> Lemma
- PARKETT <m,p FinPred
> Reduktion
— PARKETT ist gegeben als
* Menge von Bauteilen M = {B,,B,,B;,..., B}
e RanderS,;,..,S;,und S, ..., Sy
Verwende flr alle Rander Zeichenketten gleicher Lange p
Kodiere ein Bauteil S als Zeichenkette S= S(1)S(2)S(3)S(4)
Seien V,; Variablen aus {0,1}*
Flge Pradikate ein:
+ Element(V,;S,) fliralleie {1,..,m}
+ Element(V;S,)furalleiec{1,..,m}
* Element(V;;, B{,B,,B;,..., B) furallei € {2,..m-1},j € {1,...m}
* Teilgleichy g1 p(ViisVijs
= d.h. horizontal passend S(2)= S’(4)
* Teilgleichy,,,(V,;,Viy) furalleie{1,..m-1},je {1,..m}
= d.h. vertikal passend: S(3)=S’(1)
> Korrektheit:
— folgt aus der einfachen aussagenlogischen Umformung

> Laufzeit:

— O(n?), hauptsachlich Erstellen durch der O(m?) Pradikate Teilgleich

Informatik Il
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FinPred <, , SAT

> Definition SAT
— Gegeben
* Eine Menge von Booleschen Variablen x,..., X
¢ Eine Boolesche Funktion ¢
— Gesucht

¢ Gibt es eine Belegung von x,,..., X, fir welche ¢(x,,..., X )=1

» Lemma
— FinPred < SAT
> Beweis: Reduktion:
— Forme jedes Pradikat als Boolesche Funktion um
* Ersetze Element(x, y,,...,y,) furx e {0,1} durch

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

" Teilgleich,, (X, y,) v Teilgleich,, (X, Y,) v ... v Teilgleich,, (X, Y,)
* Ersetze Teilgleich, (X, Y) fur x=x,,....x,und y=y,,....,y, durch

" [Xa = yb] A [Xa+1 = yb+1] A A[Xa+c—1 = yb+c—1]
* Ersetze [x, = y] durch

" (xi/\yi)v(—- X A _'yi)

— Ver-"unde” alle entstehenden Booleschen Pradikate T,, T,, ...

e T,AT,n oA T,
» Laufzeit: O(n)
> Korrektheit: folgt aus der Aquivalenz der Umformungen

Informatik Il
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» Definition:
— Eine Sprache S ist NP-vollstandig (NP-complete) wenn:
e SENP
e S ist NP-schwierig
* dh.foralleLeENP:L< S
» Theorem (Cook/Levin)
— SAT ist NP-vollstdndig

> Beweis-ldee:
— Sei L € NP. Wir beweisen folgende Reduktionen:

1. Esgibteink,sodass L <mp  ANTIMERN
2. For alle k: ANTIMERK) <mp  ANTIMEM)
3. ANTIME() <mp PARKETT
4. PARKETT <., FinPred

5 FinPred <mp OAT

— Daraus folgt fur alle LE NP: L <, j SAT?
— Jetzt zeigen wir SAT € NP

Informatik 1l 22. Vorlesung - 18
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> Lemma:
- AusA< BundBs<  CfolgtA<  C.
> Beweis:

— Sei f die Reduktionsfunktion von A nach B
— Sei g die Reduktionsfunktion von B nach C

— Dannist g o f die Reduktionsfunktion von A

nach C. A =p B =hp C
—  Korrektheit: o0—
e xEAesfx)eB < g(f(x) €C ° o— ()
- Laufzeit: > o 0 o
e f(x) kann in Zeit O(|x|<) berechnet werden ° N O —-0
e g(y) kann in Zeit O(|y|<) berechnet X \ [0
werden o— a4 co) o
o [f(x)] < [xk o I\, S
e  Damit hat g(f(x)) die Laufzeit O([f(X)|<) = ~
O(Ix[<¥)

Informatik 1l 22. Vorlesung - 19
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»Folgende NTM I6st das SAT-Problem:
— “Auf Eingabe der Funktion ®(x,,X,,...,X)
— Rate nichtdeterministisch eine Belegungen aller Variablen x,,X,,...,X,
— Setze diese Belegung ein
- Falls ®(x,,X,,...,X,,) =1 akzeptiere
— Sonst, verwerfe”
» Laufzeit:

— Die Laufzeit der NTM ist polynomiell, da Boolesche Funktion in Linearzeit
ausgewertet werden kbnnen

» Korrektheit

— Falls die Formel erfillbar ist, wird die Belegung durch
“Nichtdeterministisches Raten” gefunden

— Ist die Formel nicht erflllbar, wird niemals akzeptiert

»>Damit ist SAT als erstes NP-vollstandiges Problem identifiziert worden.

Informatik 1l 22. Vorlesung - 20



Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik
SAT Sm p 3-SAT Rechnernetze und Telematik
y

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Reduktionsfunktion
— Flge fUr jede Konjunktion oder Disjunktion zweier Teilterme eine neue Variable ein
— Stelle fur alle die Gleichungen auf
e XxX=Yy v zoderx=y A z, wobei X,y,z Literale sind
— Stelle alle Gleichungen als Klauseln dar mit Literalen x,y,z:
e X=Yy vz
= dquivalentzu (XA (Y v Z) v (=X A =(y vV 2)
» wird dargestellt als Klauseln: (X v X v =y) A (X vXV =2) A (=X VYV 2)
e X=yYAZ
= dquivalentzu (X A (y A 2)) v (=X A =(y A 2))
» wird dargestellt als Klauseln: (X v =y v =2) A (=X V =X V ¥) A (=X V =X V 2)

Jz1, T2, 73,74 € {0,1} @ (((z1 AT2) V23V Tg) A (T1 A T3)

dzi,...,24,h1,...h5 6{0,1}

ho = ha V hs

hy = ho A h3

Informatik IlI 22. Vorlesung - 21
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SAT < 3 SAT Institut far Informat?k
—m - Rechnernetze und Telematik
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3331,332,1)3,564 c {O, 1} . (((331 A 33_2) V x3 \/.’]3_4) A (331 A 333)

3$1,...,.’E4,h1,...h5 S {0,1}

ha =21 NT3 | |hy =25 nzz || |3 =T1 A T3

h2=ill4Vh5

/h_1=h2/\h3

7=

(h1V h1V ha) A (ha V ha V h3) A (h1 V ha V h3)
. Vo
(hg\/hQVh4)/\(hg\/hg\/h5)/\(h2\/h4\/h4)

Informatik Il 22. Vorlesung - 22
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
< - Institut far Informatik
A\ SAT <, ,3-SAT

> Reduktionsfunktion

— Flge fur jede Konjunktion oder Disjunktion zweier Teilterme eine neue Variable ein
— Stelle fur alle die Gleichungen auf

e x=Yy vzoderx=y A z, wobei x,y,z Literale sind

— Stelle alle Gleichungen als Klauseln dar mit Literalen x,y,z:
® X=Yy VvZ

= wird dargestellt als Klauseln: (X v X v =y) A (X v XV =Z) A (=X VYV 2)
® X=YyAZ

= wird dargestellt als Klauseln: (X v =y v =2) A (=X VvV =X V Y) A (=X vV =X V 2)
» Korrektheit:

— folgt aus der Aquivalenz der Teilformeln
» Zeitaufwand zur Berechnung der Reduktion:

— Zerlegen der Teilformeln in Gleichungssysteme: O(n?)
— Umwandeln der Gleichungen in 3-KNF: O(n)

Informatik 1l 22. Vorlesung - 23



! Theorem: 3_SAT iSt NP_ Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fir Informatik
- - Rechnernetze und Telematik
VOI ISta nd | g Prof. Dr. Christian Schindelhauer
> Beweis:
- SAT <, ,3-SAT

e impliziert dass jedes NP-Problem auf 3-SAT reduziert werden kann
e daher ist 3-SAT NP-schwierig

- 3-SAT <, , SAT

e ist trivial: jede 3-KNF ist eine Boolesche Funktion
e Da SAT € NP folgt: 3-SAT € NP

— Damit ist 3-SAT NP-vollstdndig
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N P _vol Isté n d i g Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Beweis:
— Wir haben bewiesen:
e Firalle L & NP qilt: L <mp PARKETT

e Damit ist PARKETT NP-schwierig (nach Definition)
— Andererseits:

e PARKETT <, SAT

e Da SAT € NP, folgt PARKETT &€ NP
— Damit ist PARKETT NP-vollstandig

Informatik 1l 22. Vorlesung - 25



,A\ Theorem: CLIQUE ist NP-

vollstandig
> Definition CLIQUE:
— Gegeben:
* Ein ungerichteter Graph G
- Eine Zahl k
— Gesucht:

- Hat der Graph G eine Clique der Gr6Be k?
> Beweis:

— Wir haben bereits bewiesen: 3-SAT <, , CLIQUE
« 3-SAT ist NP-schwierig

« Dann ist CLIQUE auch NP-schwierig
— Zu beweisen: CLIQUE ist in NP
« Konstruiere Verifizierer:

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

= Sei vy,V,,..,V, €ine beliebige Knotenmenge der GréBe k

» Sei <G,k> die Instanz von CLIQUE

= Verifiziere, ob die Knoten v,,v,,..,v, verschieden sind und ob alle Kanten

zwischen den Knoten existieren
- Laufzeit: O(n?)

Informatik Il
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