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A\ Komplexititstheorie -
Platzklassen

» Platzkomplexitat
— Definition
— Simulation mehrerer Bander
— Savitchs Theorem
»PSPACE
— PSPACE-schwierig
— Das quantifizierte Boolesche Erfullbarkeitsproblem
— Gewinnstrategien fur Spiele
» Chomsky-Hierachien
— Lineare platzbeschrankte TM
— Das Wortproblem linear platzbeschrankter TMs
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A\ Wiederh()Iung: Del‘ Satz Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg

Rechnernetze und Telematik

von SaVitCh Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Theorem: Fiir jede Funktion s(n) > n
— NSPACE(s(n)) C SPACE(s?(n))
> Beweis:

— Betrachte NTM fur L € NSPACE,(s(n)), die mit einer eindeutigen
Konfiguration C_,, akzeptiert

— Betrachte das Pradikat Erreicht-Kon£(C,C’,S,T):

e Dieses Pradikat ist wahr, wenn die S-Platz-NTM M ausgehend von der
Konfiguration C die Konfiguration C’ innerhalb von T Schritten erreicht.

— Lemma

« Erreicht-Kon£(C,C’,S,T) kann von einer 2-Band-(S log T)-Platz-DTM
entschieden werden

— Lemma
e Jede s(n)-Platz-NTM hat eine Laufzeit von 20(0),
— Das Pradikat Erreicht-Konf(C . C..,» S(n), 2¢5M) entscheidet L.

— Dann kann eine 3-Band-DTM L in Platz c s(n) s(n) = ¢ s(n)2 = O(s?(n))
die Sprache L entscheiden
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,A\ Die Frage P versus NP o et ir Informaie

Rechnernetze und Telematik
versus PSPACE Prof. Dr. Christian Schindelhater

> P = Klasse aller Probleme, die effizient entschieden werden konnen

> NP = Klasse aller Probleme, die effizient verifiziert werden konnen

» PSPACE = Klasse aller Probleme, die auf polynomiellen Platz entschieden

werden konnen
> EXPTIME = U TIME(2”k)
k

» Man weiB3 nur, dass P # EXPTIME und
P C NP C PSPACE C EXPTIME

» Allgemein wird aber vermutet, dass alle Inklusionen echt sind, d.h.

EXPTIME
PSPACE

ok
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A

> Definition (Abbildungsreduktion,

Die Polynom-Zeit- A'bert'L“dWigS[nli?iitﬁrféﬁlféﬁfiﬁﬁ
Abbildungsreduktion brof. by Chrietion Sehindeihosior

Polynomial Time Mapping
Reduction, Many-one)

— Eine Sprache A kann durch

Abbildung auf eine Sprache B in

Polynom-Zeit reduziert werden:
A <m,p B,

e falls es eine in Polynom-Zeit

berechenbare Funktion
f: Z*—=3* gibt,

® so dass fur alle w:
weA < flweB

— Die Funktion f heiB3t die
Reduktion von A auf B.

> Theorem
- Falls A <,

B und B ist in PSPACE,

dann ist A auch in PSPACE.

Informatik Il

Ausgangsproblem = Zielproblem

m,p

77
o
o

kann reduziert
werden auf
Ausgangs-/ ™ Ziel-
problem _—» problem
ist nicht
schwerer als
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

i = = Institut fir Informatik

PS PAC E -VO I ISta n d I g ke It Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition:

— Eine Sprache S ist PSPACE-
schwierig, falls

e fur alle LEPSPACE: L <, /S

— Eine Sprache S ist PSPACE-
vollstandig wenn:

PSPACE-
e S & PSPACE vollstandige
e S ist PSPACE-schwierig Sprache

» Theorem
— QBF ist PSPACE-vollsténdig
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Rechnernetze und Telematik

,A\ Quantifizierte Boolesche Ao e o
Formeln Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Eine Boolesche Funktion ist definiert durch

— Eine Konstante 0 oder 1

— Eine Variable, z.B. x,y,z

— Die Negation einer Booleschen Funktion, z.B. = F(x,y,2)

— Die Disjunktion zweier Booleschen Funktionen, z.B. F(x,y,z) v G(x,y,2)

— Die Konjunktion zweier Booleschen Funktionen, z.B. F(x,y,z) A G(X,y,2)
» Eine quantifizierte Boolesche Formel (QBF) besteht aus

— Einer Folge von Quantoren 3x, Yy mit daran gebundenen Variablen

— Einer Booelschen Funktion F(x,,X,,...,X.,)

— Jede Variable der Funktion ist genau einmal an einem Quantor gebunden
» Die quantifizierte Boolesche Formel ist erfullbar falls

— Im Falle eines Existenzquantors: Ax F(x) < F(0) v F(1)

e wobei F eine weitere QBF sein kann
— Im Falle eines Allquantors: Vx F(x) « F(0) A F(1)
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

- Institut fir Informatik

BOOIGSChe Fu n ktl Onen Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition QBF (Quantified Boolean Formula Problem)

— Das Quantifizierte Boolesche Erflllbarkeitsproblem der Booleschen
Funktion ist definiert als:

— QBF ={ ¢ | ¢ ist eine wahre quantifizierte Boolesche Formel}
— Gegeben:

¢ Boolesche quantifizierte Formel Q
— Gesucht:

e Ist Q wahr?
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,A\ QBF ist in PSPACE

» Theorem
— QBF ist in PSPACE
> Beweis:
— Konstruiere TM
* gegeben QBF: Q,x; Q,x, QX ¢(X;,..,X,)
= fur Q, € {V,3}
* Setze x,=0: Berechne a= Q,x, Q. X, ®(X1,..,X,)
* Setze x,=1: Berechne b= Q,x, Q. X, ¢(X;,...X,)

e FallsQ, =V
» Falls aund b gib 1 aus, sonst 0.
e Falls Q, =13
» Falls aoder b gib 1 aus, sonst 0.”
— Platzbedarf:

e O(1) in jeder Rekursionstiefe
e Anzahl Rekursionstiefen: m<n
e Gesamtspeicher: O(n)
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

= = = Institut fir Informatik

Q B F I St PS PAC E - SC hWI e rl g Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Theorem

— Fir alle L € PSPACE gilt L <, , QBF
> Beweis

— Betrachte 1-Band s(n)-Platz-TM mit s(n) = O(n¥)

— Dann gibt es eine Boolesche Funktion polynomieller GréBe, die wahr ist,

falls Erreicht-Kon£f(C,C’,S,T) fir gegebene Eingabeldnge und die in
Polynom-Zeit beschreibbar ist.

- Lemma
« Erreicht-Konf(C,C’,S,T) kann von einer quantifizierten Booleschen
Funktion der Lange O(S log T) beschrieben werden.

¢ Diese Funktion lasst sich von einer DTM in Zeit O(S log T) konstruieren
— Konstruiere QBF zu

Erreicht-Konf(Anfangskonfiguration,Endkonfiguration,s(n),2¢st)
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Wie m a n E rre i c ht — Kon f Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik

n i c ht d a rstel It Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Betrachte nun folgende QBF fiir
— Erreicht-Konf(C,C’,S, 0) = (“C=C’")
— Erreicht-Konf(C,C’,S, 1) = (“C=C"") v (“C geht tber in C”)
— Erreicht-Konf(C,C’,S, 2T) =
dZ: Erreicht-Konf(C,Z,5,T) A Erreicht-Kon£f(Z,C’S,T)
» GroBe G(T) der Formel flir Erreicht-Konf:
-G0)=c S
-G(1)=c’S
-G2T) =2 G(T) +c”
e flir geeignete Konstanten c,c’,c’ > 1
— Beobachtung: G(T) = Q(S T)
e Siehe nachste Folie ...
» Problem:

— Rekursiv definierte Formel wachst linearin T

— T = 2¢s0 notwendig die Berechnung einer s(n)-Platz-DTM
— Daher ergibt das keine Polynom-Zeit-Reduktion

Informatik Il 27. Vorlesung - 11



,A\ Die zugehorige Rekursion

> Betrachte Rekursion

-90) =S
-9(1)=S
- 9(2T) =2 g(T)

> Beobachtung: g(t) < G(t)
— Beweis durch vollstandige Induktion
> Behauptung: g(2k) = S 2%, fiir k>0
> Beweis:
— Aussage ist korrekt fur k=0
— Angenommen die Aussage ist korrekt fur k
— Dann ist g(2k+1) = 2 g(2k) = 2 S 2k = S 2k+1
» Daraus folgt die
— Beobachtung: G(T) = Q(S T)
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Wie m a n E rre i c ht — Kon f Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik

Rechnernetze und Telematik
darstelit

Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Lemma

- Erreicht-Konf(C,C’,S,T) kann von einer quantifizierten Booleschen Funktion der
Lange O(S log T) beschrieben werden.

— Diese Funktion I&sst sich von einer DTM in Zeit O(S log T) konstruieren Lésung:
> Beweis: Betrachte nun folgende QBF fiir
— Erreicht-Konf(C,C’,S, 0) = (“C=C’")
- Erreicht-Konf(C,C’,S, 1) = (“C=C’") v (“C geht Uber in C’”)
— Erreicht-Konf(C,C’,S, 2T) =
1Z:V AB: (“(A,B)=(C,2)” v “(A,B)=(Z,C’)’) = Erreicht-Kon£f(A,B,S,T))
— Behauptung 1: Die QBF ist korrekt
e \/oraussetzung die Rekursion:
e« Erreicht-Konf(C,C’,S, 2T) =

1Z: Erreicht-Konf(C,Z,S,T) A Erreicht-Kon£f(Z,C’,S,T)
e st korrekt

— Behauptung 2: Die Lange der QBF ist O(S log T)
— Wahl T = 2¢S reicht fUr die Berechnung einer S-Platz-DTM
— Konstruktion 8Bt sich in von einer Polynom-Zeit-DTM berechnen, da S log T = O(S?)
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A

12Z:V AB:

((A,B)=(C,2) v (A,B)=(Z,C’))
= Erreicht-Konf(A,B,S,T)

Def.: P(A,B)= Erreicht-Kon£(A,B,S,T)

Y A,B:
((A,B)=(C,2) v (A,B)=(Z,C’)) = P(A,B)

N\ ((A,B)=C,Z)V (A,B) = (Z,C")) = P(A,B)

A,B
3 Falle:
e (A,B)=(C,2): Ergebnis: P(C,2)
e (A,B)=(Z,C’): Ergebnis: P(Z,C’)
* Weder noch: Ergebnis: Wahr
Ergibt:
P(C,Z) A P(Z,C’)

Informatik Il
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JdZ: Erreicht-Konf(C,Z,S,T) A
Erreicht-Konf(Z,C’,S,T)

und betrachte nur Term hinter 3 Z

P(C,Z) A P(Z,C’)
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1 ~ 1 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Dle Lange der QBF ISt Institut flr Informatik
Rechnernetze und Telematik

O(S Iog T) Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Rekursion:
— Erreicht-Kon£(C,
— Erreicht-Kon£(C,
— Erreicht-Kon£(C,
17:V AB: (“(AB)=(
> Sei g(T) die GroBe:

- (“C=C")
= (*C=C"") v (“C geht Uiber in C”)

OQO
nwomo
<N -2 O

-
N
-
-

“(A,B)=(Z,C’)’) = Erreicht-Kon£f(A,B,S,T))

-90)=cS
-9g(1)=cS
-g@T) =9g(M+cS

¢ flr geeignete Konstante c>1
> Behauptung: g(T) = g(2'°97) < ¢c (1+log T) S, fiir T>0
— Korrekt fur T=1
— Induktionsannahme: Behauptung korrekt flr T

— Induktionsschluss:
g(2T) = g(21+leaT)
=g(M+cS
=c(1+logT)S+cS
=c(2+logT) S=c (1+log 2T) S
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
= Institut fir Informatik
PS PACE und Splele Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Tic-Tac-Toe kann als quantifizierte Boolesche Funktion beschrieben
werden:

— Gibt es einen Zug flr mich,

— So dass fir alle gultige Zuge des Gegners,

— es einen Gewinnzug fur mich gibt oder einen gultigen Zug fir mich gibt,
— so dass fur alle gtiltige Zluge des Gegners kein Gewinnzug flr ihn ist und
— es einen Gewinnzug fur mich gibt oder einen gultigen Zug fir mich gibt,
— so dass fur alle gtiltige Zuge des Gegners kein Gewinnzug flr ihn ist und
— es einen Gewinnzug fur mich gibt oder einen gultigen Zug fir mich gibt,
— so dass fur alle guiltige Zuge des Gegners kein Gewinnzug flr ihn ist und
— es einen Gewinnzug fur mich gibt.
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

A\ Tic-Tac-Toe als Spielbaum metzt und Tetamati

Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

ug: X
Gewinnzug?
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A\ Tic-Tac-Toe als
Spielbaum

» Eine QBF beantwortet die Frage, ob
Spieler x gewinnen kann

» Aber welcher Zug ist der Gewinnzug?

» LOosung:
— Probiere alle M&glichkeiten aus

— Konstruiere die entsprechende QBF
flr Spieler o

— Wabhle die Mdglichkeit, in der o
verliert

> Diese Art der Reduktion kennen wir
als Turing-Reduktion

» PSPACE ist abgeschlossen gegeniiber
Polynom-Zeit-Turing-Reduktionen

Informatik Il

Am Zug:

ibt es einemGewinnzug?

Am Zug: o
Fiir alle Gegenziige?

ug: x
Gibt es ei Gewinnzug?

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

Am Zug: x
Gibt es einen Gewinnzug?
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut far Informatik

Mehr Spiele Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Schach auf allgemeiner BrettgréBe mit
Fortschrittsregel ist PSPACE-volistandig

— Fortschrittsregel:

¢ innerhalb von 50 Zligen muss ein Bauer
bewegt werden oder eine Figur
geschlagen werden

» Sokoban:
— PSPACE-vollsténdig

» Schach in verallgemeinerter Form ohne
Fortschrittsregel ist

— EXPTIME-vollstandig
» Dame: fiur allgemeine BrettgroBen
— EXPTIME-vollstandig

o (kmines) | € Sirtet
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1 - Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
A Dle ChOmSky Institut far Informatik

Rechnernetze und Telematik

KIaSSifiZieru ng Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Chomsky-Hierachien
— 3: Regulare Grammatiken
— 2: Kontextfreie Grammatiken
— 1: Wachsende kontextsensitive Grammatiken
— 0: Allgemeine Grammatiken
» Alternative Beschreibung
— Regulére Sprachen und konstanter Platz
— Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten
— Wachsende kontextsensitive Sprachen und linearer Platz
— Chomsky-0-Sprachen und Rekursiv aufzdhlbare Sprachen
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é FO rmale Sprachen Albert-Ludwigs-Universitét Freiburg

Institut fur Informatik

(N aCh SCh I a g) Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

Chomsky
Typen
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Ubersicht Chomsky-

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik
Rechnernetze und Telematik

Chara kteriSierung Prof. Dr. Christian Schindelhauer
Stufe Sprache Regeln Maschinenmodell
Typ-0 Rekursiv Aufzahlbar keine Einschrankung Turing-Maschine
Typ-1 (Wachsend) oA — ayp Linear-Platz-NTM
Kontextsensitive Ac V,[y|>1
Sprachen o,B,y € (EUV)*
Typ-2 Kontextfreie Sprachen A—y Nichtdet.
Ac V Kellerautomat (PDA)
y € EUV)*
Typ-3 Regulare Sprachen A — aB Endlicher Automat
A— a (NFA/DFA)
ABe V
acx
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