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Voronoi-Diagramme
Definition (I)

» Best-Station-Problem nur unter
Berucksichtung von Path Loss fuhrt zu
Voronoi-Diagrammen

» Abstandsmal:

 Euklidischer Abstand
« = L,-Norm

« p=(p4,P2), 9=(a4,9,) € R?

)

p.al = |lp.all = V(o1 — @1)> + (p2 — @2)? -
» Bisektor B(p,q)

B(p,q) .={x € R-

D Bl =gz}
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Voronoi-Diagramme
Definition (ll)

» Bisektor
B(p.q) == {z € R* | |p,2| = |q. [} .
» Zerlegt Ebene in Halbebenen D(p,q) und D(q,p)
D(p.q) == {z € R*| |p, z| < |¢. [}

D(q,p) ={z € R* | |p.z| > |q. x|}
» Fur gegebene Punktmenge V definiere Voronoi-Region
VR(p,V) eines Punkts v&V:

R(p. V) ﬂ D(p, q)

715 V2 1/’}
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Voronoi-Diagramme
Definition (lil)

Voronoi-Region VR(p,V) R(p.V) m D(p, q)
\1PJ

Voronoi-Diagramm VD(V)

VD(V):=R*\ | VR(p.V)
pE V
» Alle Voronoi-Regionen sind konvex
+ Beweis: Ubung

» Voronoi-Diagramme bestehen aus Strecken,
Halbgeraden und Punkten
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Zellulare Netze
Voronoi-Diagramme

» Bisektor (p.q) = {x e R° Nip ziF="(q; Z[ "

¢, x|}

» Halbebene D(p.q) :=

» Voronoi-Region VR(p,V), p €V CIRZ?;

VR(p. V) ﬂ D(p.q)
g€V \1p}
« Voronoi-Diagramm VD(V), V C IR2:

VD(V) := R~ \ U VR(p. V)

peV
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Voronoi-Diagramme
Struktur

» Voronoi-Diagramme bestehen aus Strecken, Halbgeraden
und Punkten

« Betrachte benachbarte Voronoi-Regionen VR(p,V) und
VR(q,V)

 Dann muf jeder Punkt des gemeinsamen Rands im
Bisektor B(p,q) liegen, well

VR(p. V)N VR(q.V) C D(p.q) N D(q.p) = B(p.q)

» Jede Voronoi-Region ist konvex +
» Randstucke bestehen aus endlich vielen Geradenstucken

=> Voronoi-Diagramm ist ein geometrischer Graph
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Geometrischer Graph

» Geometrische Realisierung eines ungerichteten
Graphen in R?

» Knoten werden auf Punkte abgebildet
» Kanten werden auf einfache Wege abgebildet

» Keine Uberschneidung zwischen verschiedenen
einfachen Wegen

* Planarer Graph
» Zusammenhangskomponente

« Maximaler Teilgraph indem jeder Knoten einen Weg zu
jedem anderen Knoten besitzt
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Kreis-Lemma

Lemma 2 Sei = ein Punkt der Ebene und sei C'(x) der
sich von = ausbreitende Kreis. Dann gilt far das Voronoi-
Diagramm einer Punktmenge V' :

1. C(x) trifft zuerst nur auf einen Punkt p € V genau
dann, wenn = in der Voronoi-Region von p liegt.

2. C'(x) trifft zuerst nur auf zwei Punkte p.q € V. genau
dann, wenn 1 auf einer Voronoi-Kante zwischen den
Regionen von p und q liegt.

3. C'(x) trifft zuerst genau auf die Punkte p,. .. .. p. Mit
. > 3 genau dann, wenn x ist ein Voronoi-Knoten an
den die Regionen von p,. . ... p;. angrenzen.
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Konvexe Hulle

» Voronoi-Diagramme stehen in
enger Beziehung zur konvexen
Hulle CH(V) einer Punktmenge V

CHV)= () K

Y ;’ V1 I\ konvex

Lemma 3 Ein Punkt p € V' hat genau dann eine unbe-
schrankte Vioronoi-Region, wenn er auf dem Rand der
konvexen Hulle von 'V liegt.
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Duale Graphen

Den duale Graph G* eines geometrischen Graphs G
(auf einer Kugeloberflache) erhalt man, indem man fol-
gendermal3en vorgeht.

e Im Innern jeder Flache £ von G wahlt man einen
Punkt p;.. Diese Punkte werden die Knoten von G*

e FUr jede Kante ¢ von G mit angrenzender Flache F
und £ verbinde p;. mit p7, mit einer Kante ¢*, die nur
¢ und sonst keine andere Kante kreuzt.

Algorithmen fur Drahtlose Netzwerke 10 Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg



Delaunay-Triangulation

» Definition

* Fur Punkte in allgemeiner Lage besteht
eine Delaunay-Triangulation aus
Dreiecken, welche die Umkreisbedingung
erfullen:

- Der Umkreis jedes Dreiecks darf keine
anderen Knoten der gegebenen
Knotenmengen enthalten.

» Allgemeine Lage:
« Keine drei Punkte sind auf einer Gerade
« Keine vier Punkte auf einem Kreisbogen

 Diese kann man erhalten, indem man
jeden Punkt um einen infinitesimal kleinen

Vektor in zufallige Richtung verschiebt
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Delaunay aus Voronoi-
Diagramm

» Alternative Darstellung der

Delaunay-Triangulation
* Gegeben Menge V und Voronoi- ‘

Diagramm VD(V)

« Falls fur p,geV die Regionen ‘
VR(p,V) und VR(q,V) als Rand
eine Strecke besitzen, fuge (p,q) . ’

zur Delaunay-Triangulation
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Delaunay aus Voronoi-
Diagramm

Lemma 4 Die Delaunay- Triangulation ist eine geometri-
sche Realisierung des dualen Graphen des Voronoi-Dia-
grammes.

» Da V in allgemeiner Lage, d.h. Keine vier Punkte auf einem
Kreisbogen

« Kein Voronoi-Punkt hat mehr als drei Kanten (wegen Kreislemma)

« Damit hat jeder Flache des dualen Graphen nur drei benachbarte
Kanten

= Delaunay-Triangulation besteht nur aus Dreiecken

» Kreislemma impliziert Delauney-Umkreis-Eigenschaft
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