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» Definition
— Eine Funktion f: Z*—X>* ist .
berechenbar, falls eine Turing- Ausgangsproblem =,  Zielproblem

Maschine flr jede Eingabe w mit o)
dem Ergebnis f(w) auf dem Band halt

» Definition (Abbildungsreduktion,
Mapping Reduction, Many-one)
— Eine Sprache A ist kann durch

o
Abbildung auf eine Sprache B ) (o)
reduziert werden: A <., B, ©

* falls es eine berechenbare \
Funktion f: =*—3* gibt, o -0

* so dass fur alle w:
weEA < fw)eB

77
o
0

kann reduziert

werden auf
— Die Funktion f heiBt die Reduktion Ausgangs- Ziel-
von A auf B. problem _» problem
ist nicht
schwerer als
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Re ku rSive Aufzéh I ba rkeit Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Theorem

— Falls A <, B und B ist rekursiv aufzahlbar, dann ist A rekursiv aufzahlbar.
> Beweis

— Sei M, eine Turing-Maschine, die B akzeptiert.
— Betrachte die Akzeptor-TM N:
— N = “Auf Eingabe w:

e Berechne f(w)

¢ Filhre die Berechnung von M auf Eingabe f(w) durch
e N gibt aus, was M ausgibt”
— Falls f(w) € B,
¢ dann akzeptiert M
edannist auchw A
— Falls f(w) €B,
¢ dann akzeptiert M nicht
e dann ist auch w €A
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Nicht-Rekursive
,A\ Aufzihlbarkeit und

Reduktionen

» Theorem

— Falls A <, B und B ist rekursiv

aufzahlbar, dann ist A rekursiv
aufzahlbar.

» Korollar

— Falls A < B und A ist nicht
rekursiv aufzahlbar, dann ist B
nicht rekursiv aufzahlbar.
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Ausgangsproblem =_  Zielproblem
o
© o
o
X o °©
.
1 o
o
_:’.
- 1 AN
kann reduziert
werden auf
Ausgangs- st nicht ™~ Ziel
problem ’ problem

ist mindestens
sO schwer wie
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Zusammenfassung:
Abbildungsreduktionen

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik
Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Eine Sprache A ist kann durch Abbildung
auf eine Sprache B reduziert werden: A <_
B,

— falls es eine berechenbare Funktion
f: Z*—=3X* gibt,

— so dass fur alle w:
WEA < fwWeEeB

— Die Funktion f heif3t die Reduktion von A
auf B.

» Theorem
- Falls A < B und B ist entscheidbar, dann
ist A entscheidbar.
» Korollar

— Falls A <= B und A ist nicht entscheidbar,
dann ist B auch nicht entscheidbar.

> Theorem

— Falls A < B und B ist rekursiv aufzéhlbar,
dann ist A rekursiv aufzdhlbar.

> Korollar

— Falls A = B und A ist nicht rekursiv
aufzahlbar, dann ist B nicht rekursiv
aufzahlbar.
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Ausgangsproblem =_  Zielproblem
o
o (@] o
o
. \ °
1 o
O
*— —»0
- 1 AN
kann reduziert
werden auf
Ausgangs- st nicht ™~ Ziel
problem ’ — problem

V\schwerer al‘3/

ist mindestens
sO schwer wie
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Prof. Dr. Christian Schindelhauer

! Ein niCht rekurSiv an25h|bareS Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

aufzahlbares Problem

» Definition
— Das TM-Aquivalenzproblem
* Gegeben: TM M, und TM M,
¢ Gesucht: Ist L(M,) = L(M,)?
— Definition als Sprache:
e EQqy = {(M1, M) | M1, M3 sind TMs und L(M;) = L(M>2)}
» Theorem
- EQq, ist weder rekursiv aufzéhlbar noch rekursiv ko-aufzahlbar.
> Beweisidee:
— Reduktion: Ay, <, EQqy

e dquivalent zu A, <., EQq,,

* beweist, dass E_QT,\,I nicht rekursiv aufzéhlbar ist.

* beweist, dass EQq,, nicht rekursiv aufzahlbar ist.
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» Reduktionsfunktion: F »> M ist TM und F(<M,w>) = < M, ,M,>
» F = “Auf Eingabe <M,w>, wobei M eine TM ist

q W — wobei L(M,) = J und
und w ein Wort N :
— Konstruiere Maschinen M, und M,, wie - LM,) =27 falls M(w) a.kzeptlert
folgt - L(M,) =@, falls M(w) nicht
e M, = “Fir jede Eingabe: akzeptiert
= Verwerfe”

e M, = “Fur jede Eingabe:
= Fuhre M auf w aus — <Mw> € Apy, < F(<M,w>) ¢ EQq,
= Falls M akzeptiert, akzeptiert M,”
- F gibt <M, M,> aus”
» Zu beweisen:
— F ist berechenbar

¢ die Kodierung der TM kann
automatisch erfolgen

- <M,w> € Ay < F(<M,w>) € EQqy,

» Daraus folgt:
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A

> Reduktionsfunktion: F

» F = “Auf Eingabe <M,w>, wobei M eine TM

ist und w ein Wort

— Konstruiere Maschinen M, und M, wie
folgt

e M, = “Fur jede Eingabe:
= Akzeptiere”

* M, = “Fur jede Eingabe:
» Flahre M auf w aus

» falls M akzeptiert, akzeptiert
M2”

— F gibt <M, M,> aus”
> Zu beweisen:
— F ist berechenbar

¢ die Kodierung der TM kann
automatisch erfolgen

- <M,w> € Ay < F(<M,w>) € EQqy,

Informatik Il
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» M ist TM und F(<M,w>) = < M, ,M,>
— wobei L(M,) =X* und
- L(M,) =ZX*, falls M(w) akzeptiert

- L(M,) =@, falls M(w) nicht
akzeptiert

» Daraus folgt:

- <M,w> & ATI\/I < F(<M,W>) & EQTM
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e Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
= Institut fir Informatik
U berbIICk Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

ko-aufzahlbar aufzahlbar

Komplement des
TM-Wortproblem

kontextfrei

TM-Wortproblem

TM-Nichthalte-
problem

TM-Halteproblem

TM-Aquivalenzproblem
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

- Institut fir Informatik

Der SatZ Von Rlce Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

»Jede Menge von Turing-Maschinen, die uber eine funktionale Eigenschaft
definiert werden, ist nicht entscheidbar.

> Theorem

— Sei K C P(Z*) eine nicht triviale Klasse von rekursiv aufzahlbaren
Sprachen, d.h.

e K ist nicht leer und

e K beinhaltet nicht alle rekursiv aufzahlbare Sprachen
— Dann ist die folgende Sprache nicht entscheidbar

Lx = {(M) | M ist eine TM und L(M) € K}

> Beispiele
Ly = {(M) | M ist eine TM, die eine regulare Sprache akzeptiert}

L, = {(M) | M ist eine TM, welche keine Eingabe akzeptiert}
L3 = {(M) | M ist eine TM, so dass M (10) = 1}
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Beweis deS SatzeS von Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik

- - Rechnernetze und Telematik
R|ce - 1 . Te|| Prof. Dr. Christian Schindelhauer
> Theorem > Betrachte Reduktionsfunktion F:
— Sei K C P(Z*) eine nicht triviale - F ="Auf Eingabe <M, w>:
Klasse von rekursiv aufzihlbaren e Konstruiere TM M’:
Sprachen, d.h. M’ = “Fiir Eingabe x:
e K ist nicht leer und = Flihre M auf Eingabe w aus
e K beinhaltet nicht alle rekursiv = Falls M das Wort w akzeptiert,
aufzéhlbare Sprachen « fahre TM M, auf x aus,
— Dann ist die folgende Sprache nicht * gib Ergebnis M ,(x) aus
entscheidbar = Ansonsten verwerfe ”

¢ F gibt <M’> aus”
Lk = {(M) | M ist eine TM und L(M) € K}

> Beweis: 1. Fall: J & K » Korrektheit der Reduktion:
e F(<M, w>) = TM, die A akzeptiert
— Da die Klasse K nicht trivial ist, * daraus folgt: F(<M, w>) € L
— existiert eine Sprache A € K — Falls <M, w> & Ay,
Sei M, eine TM mit L(M,) = A e F(<M, w>) = TM, die nichts akzeptiert
- A A=

¢ daraus folgt: F(<M, w>) & L,
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Beweis des Satzes von o et ir Informaie

Rechnernetze und Telematik

Rice - 1 . Teil Prof. Dr. Christian Schindelhauer
> 1. Fal: g &£ K L
> Reduktion: Ay, < Ly: TM-Wortproblem =, K
» Betrachte Reduktionsfunktion F: (0] ©
— F = “Auf Eingabe <M, w>: Ekzeptiorand?
* Konstruiere TM M’: perechnungen R o)
M’ = “Flr Eingabe x: S
= Fithre M auf Eingabe w aus 9 T™AfurA ©
= Falls M das Wort w akzeptiert, o0—
« fiihre TM M, auf x aus, Oo—
« gib Ergebnis M ,(x) aus O— e fir &
= Ansonsten verwerfe ” plcht d ©
e F gibt <M’> aus” akzeptierende ./ (o)
Berechnungen (o)
» Korrektheit der Reduktion: Nicht kann reduziert
~ Falls <M, w> € A, entscheidbar werden auf
e F(<M, w>) = TM, die A akzeptiert \ \
e daraus folgt: F(<M, w>) € L TM-WortprObIem L
- Falls <M, w> & A, K
e F(<M, w>) = TM, die nichts akzeptiert \ /
e daraus folgt: F(<M, w>) & L, ist mindestens

sO schwer wie
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Beweis deS SatzeS von Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik

- - Rechnernetze und Telematik
R|Ce - 2_ Te|| Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Theorem > Betrachte Reduktionsfunktion F:
— Sei K C P(Z*) eine nicht triviale - F ="Auf Eingabe <M, w>:
Klasse von rekursiv aufzahlbaren e Konstruiere TM M’:
Sprachen, d.h. M’ = “Fir jede Eingabe x:
e K ist nicht leer und » Flhre M auf Eingabe w aus
e K beinhaltet nicht alle rekursiv = Falls M das Wort w akzeptiert,
aufzéhlbare Sprachen * fuhre TM Mg auf x aus,
— Dann ist die folgende Sprache nicht * gib Ergebnis M(x) aus
entscheidbar = Ansonsten verwerfe ”
Lk = {(M) | M ist eine TM und L(M) € K} * Fgibt <M™>aus
» Korrektheit der Reduktion:
> Beweis: 2. Fall: ¥ € K —- Falls <M, w> € Ay,
— Reduktion: Ay <., Lg: e F(<M, w>) = TM, die B akzeptiert
e daraus folgt: F(<M, w>) & L,
— Da die Klasse K nicht trivial ist, - Falls M, w>&Any _
_ existiert eine Sprache B & K e F(<M, w>) = TM, die nichts akzeptiert
_ Sei My, die TM mit L(M.) = B ¢ daraus folgt: F(<M, w>) € L
B B =
Informatik 1l
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Beweis des Satzes von
Rice - 2. Teil

> Beweis: 2. Fall: g €K
» Reduktion: Aqy <., Lk:

» Betrachte Reduktionsfunktion F:
— F = “Auf Eingabe <M, w>:
e Konstruiere TM M’:
M’ = “FUr Eingabe x:
= Fihre M auf Eingabe w aus
» Falls M das Wort w akzeptiert,
« fihre TM M, auf x aus,
« gib Ergebnis M,(x) aus
= Ansonsten verwerfe ”
¢ F gibt <M’> aus”

» Korrektheit der Reduktion:
- Falls <M, w> € A,
¢ F(<M, w>) = TM, die A akzeptiert
e daraus folgt: F(<M, w>) € L
— Falls <M, w> & A,

* F(<M, w>) = TM, die nichts akzeptiert

e daraus folgt: F(<M, w>) & L,
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TM-Wortproblem = Lk

o
o
nicht
kzeptierend
i \ ©
q ™air & ©
o—
o— s
» ur
o o
akzeptierende o
Berechnungen .1/ (o)
Nicht kann reduziert
entscheuﬁir werden au\
TM-Wortprggl L«

ist mindestens
so schwer wie
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Institut fur Informatik

A\ Tu ri n g - Red u kti onen. Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Rechnernetze und Telematik

VO ru be rl eg un g Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Die Abbildungsreduktion ist ein “schwacher” Reduktionsbegriff

» Gedankenexperiment:
— Sei B eine entscheidbare Sprache
— Dann gibt es ein haltendes Programm M, das B entscheidet.
— Wir benutzen M nun als Unterprogramm
— Wenn ein Programm M’ jetzt ein anderes Problem A entscheiden will,
e kann es M beliebig haufig als Unterprogramm verwenden
= weil M immer halt

— Wenn das Programm M’ auf jeder Ausgabe von M immer héalt und eine
Entscheidung trifft,

e dann I6st es A mit Hilfe von B.
— A ist entscheidbar,
¢ weil man M und M’ zu einem Programm verschmelzen kann.

» Diese Art Reduktion ist nicht durch den Begriff der Abbildungsreduktion
abgedeckt.
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

- - Institut fir Informatik

o ra ke I -Tu rl n g - M aSCh I n e n Rechnernetze und Telematik
Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Definition
— Ein Orakel flr eine Sprache B

¢ ist eine externe Einheit, welche flr ein gegebenes Wort w entscheidet,
ob w ein Element von B ist.

— Eine Orakel-Turing-Maschine (OTM), ist eine modifizierte Turing-
Maschine,

¢ welche beliebig haufig ein Orakel befragen kann.

= Hierzu schreibt die OTM die Anfrage auf ein separates
Orakelband

» und findet nach dem Schreiben des Endsymbols

= sofort die Antwort auf dem selben Band.
» Beobachtung:

— Orakel mussen nicht notwendigerweise berechenbar sein.
— Z.B. mit dem Halteproblem als Orakel lasst sich das TM-Wortproblem lésen:

1. Frage Halteproblem-Orakel, ob gegebene TM M auf gegebener Eingabe w halt
2. Falls nein, gib nein aus.

3. Falls ja, fihre M auf Eingabe w aus
4. Gib Ergebnis von M(w) aus

Informatik Il 13. Vorlesung - 17



Ende der

14.

CoNe
Freiburg

Albert-Ludwigs-Universitit Freiburg
Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

Vorlesung

Christian Schindelhauer
Wintersemester 2006/07

14. Vorlesung
08.12.2006

18



