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1 - Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
A Dle ChOmSky Institut far Informatik

Rechnernetze und Telematik

KIaSSifiZieru ng Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Chomsky-Hierachien
— 3: Regulare Grammatiken
— 2: Kontextfreie Grammatiken
— 1: Wachsende kontextsensitive Grammatiken
— 0: Allgemeine Grammatiken
» Alternative Beschreibung
— Regulére Sprachen und endliche Automaten
— Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten
— Wachsende kontextsensitive Sprachen und linearer Platz
— Chomsky-0-Sprachen und Rekursiv aufzdhlbare Sprachen
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Ubersicht Chomsky-

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik
Rechnernetze und Telematik

Chara kteriSierung Prof. Dr. Christian Schindelhauer
Stufe Sprache Regeln Maschinenmodell
Typ-0 Rekursiv Aufzahlbar keine Einschrankung Turing-Maschine
Typ-1 (Wachsend) oA — ayp Linear-Platz-NTM
Kontextsensitive Ae V,|y|>1
Sprachen o,B,y € (EUV)*
Typ-2 Kontextfreie Sprachen A—y Nichtdet.
Ac V Kellerautomat (PDA)
y € EUV)*
Typ-3 Regulare Sprachen A — aB Endlicher Automat
A— a (NFA/DFA)
ABe V
acx
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. Albert-Ludwigs-Uni itit Freib
A Chomsky-s: Regulare Spl‘achen e udwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik
= Rechnernetze und Telematik
und endIIChe AUtomaten Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition

— Eine (rechts)-regulare Grammatik ist ein Vierer-Tupel G = (V,Z,R,S), wobei
e V ist die endliche Menge der Variablen (Nichtterminale)
e > ist die endliche Menge der Terminale (Terminalsymbole)
e R st eine endliche Menge an Ersetzungsregeln (Regeln/Produktionen)
» Jede Regel bildet eine Variable auf ein Terminal
* A—a mtAEV und aex
= oder auf ein Wort aus einem Terminal und einer Variable ab
* A—aBmitABeV und aex
e ScV istdie Startvariable

» oder die Startvariable wird auf das leere Wort abgebildet

* S —> ¢
> Beispiel
- ({S,13,{0,1},{S—=05,S—-0,S—= 1T, T—1S,, T— 0T}, S}
» Theorem

— Die Menge der regulédren Sprachen werden durch die rechts-regularen
Grammatiken beschrieben
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Rechnernetze und Telematik

- Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
A ChomSky's: Regl.“are SpraChen Institut fir Informatik
und endliche Automaten Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Theorem

— Die Menge der regularen Sprachen werden durch die rechts-regularen
Grammatiken beschrieben.

» Beweis: Ruckrichtung

— Rechts-reguldre Grammatiken kénnen durch nicht-deterministische
endliche Automaten beschrieben werden

e Zustandsmenge: Q =V U {Q_,,}
e Startzustand: S
* Akzeptierende Zustandsmenge: {Q,,}

e Bei Regel A — aB wird B zur Menge von §(A,a) hinzugefiigt, so dass
» BEjA,a) < (A—aB)ER

* Bei Regel A — a wird Q,,, zur Menge von §(A,a) hinzugeflgt, so dass
" Q,,E0Aa «(A—a€ER

* Bei Regel S — ¢ wird Q_,, zur Menge von §(S, ¢) hinzugefugt, so dass
" Q,,E08S,8) «(S—¢ €R
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Rechnernetze und Telematik

- Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
A ChomSky's: Regl.“are SpraChen Institut fir Informatik
und endliche Automaten Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Theorem

— Die Menge der regularen Sprachen werden durch die rechts-regularen
Grammatiken beschrieben.

» Beweis: Hinrichtung

— Deterministische endliche Automaten konnen durch rechts-regulare
Grammatiken beschrieben werden

e Variablen: V = Q
e Startsymbol ist der Startzustand
e Terminale sind das Alphabet der Sprache
e Falls 6(A,a) = B fuge Regel A — aB hinzu
* 3(A,a)=B < (A—aB)ER
e Falls §(A,a) = B und B ist akzeptierender Zustand flige Regel A — a
hinzu
= §(A,a) = B und B ist akzeptierend < (A — a) € R
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Beispiel

> Bei Regel A — aB wird B zur Menge von §(A,a)
hinzugefiigt, so dass
- BEd(A,a) < (A—aB)ER
> Bei Regel A — a wird Q_,, zur Menge von §(A,a)
hinzugefiigt, so dass
- Q,E3Aa < (A—a€ER
> Bei Regel S — ¢ wird Q_,, zur Menge von (S, &)
hinzugefiigt, so dass
2,.€90(S,¢8) < (S—¢) €R

akz

akz

> ({S,T},{0,1},{S—=0S,S—=0,S—=1T, T
—-1S,, T — 0T}, S}

> Falls 6(A,a) = B flige Regel A — aB hinzu
- 8(A,a)=B < (A—aB)ER
» Falls §(A,a) = B und B ist akzeptierender Zustand
fuge Regel A — a hinzu
- 0(A,a) = B und B ist akzeptierend « (A — a) € R

Informatik Il

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer
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. Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
ChomSky'2. Institut fur Informatik

= Rechnernetze und Telematik
Kontextfreie Sprachen und PDA Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition

— Eine kontextfreie Grammatik ist ein Vierer-Tupel G = (V,Z,R,S), wobei
e V ist die endliche Menge der Variablen (Nichtterminale)

e > ist die endliche Menge der Terminale (Terminalsymbole)
» V und Z sind disjunkte Mengen

¢ R ist eine endliche Menge an Ersetzungsregeln (Regeln/Produktionen)

» Jede Regel besteht aus einer Variable und einer Zeichenkette aus Variablen
und Terminalen,

* A—=w, mtAeV,we VU Z3)"
e SV ist die Startvariable
» Ableitung

— Falls die Regel A — w in R ist, dann ist uAv = uwv, d.h.

e UAv kann zu uwyv in einem Schritt abgeleitet werden

— Wir sagen das u zu v abgeleitet werden kann oder
u="v, wenn es ein k> 0 gibt mit

" U= U= Uy = ... = U =V
» Sprache der Grammatik G
- LG)={weEZ*|S="V]

» Die kontextfreien Sprachen werden durch kontextfreie Grammatiken erzeugt.
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1 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
A Wlederh0|ung: Institut far Informatik

Rechnernetze und Telematik

Kel Ier- Automat Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» Definition > Ein PDA akzeptiert w,
— Ein Kellerautomat (pushdown — wenn es
automaton - PDA) wird durch W = W4 W, ...W, mit w;, € Z_ gibt
(Q, £,I,6,q,,F) beschrieben, wobei —und g =ryr,..r, mits, € Q gibt
1. Qist die Menge der Zusténde — und
2. X ist das Eingabealphabet Sos Sy, -+ » Sy, € I',” gibt, so dass
3. TI'ist das Kelleralphabet 1.rp=qound sy=¢
4. 8:QxZ xI, = PQxT,)ist die — Startzustand mit leeren Keller
Ubergangsfunktion 2.Firi=0, ..., m-1 gilt:
5. qq ist der Startzustand — (r;,1,b) € 8(r;,w;,1,a), wobei
6. F C Qist die Menge der ~ s =atunds,, = bt
akzeptierenden Zustande far passende a,b e 1"8, te 1"8*
3.r,€F

Informatik 1l 28. Vorlesung - 9



1 Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
A Wlederh0|ung: Institut far Informatik

Rechnernetze und Telematik

Kel Ier-AUtOmat Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Definition

— Ein Kellerautomat (pushdown Eingabe
automaton - PDA) wird durch
Q, =,1,9,q,,F), wobei

1.Q ist die Menge der Zustande Lese\i;er

2.2 ist das Eingabealphabet

3.T" ist das Kelleralphabet

4.0:QxZ xT,— P(QxT,) istdie
Ubergangsfunktion

5.q, ist der Startzustand

6.F C Q ist die Menge der
akzeptierenden Zustande

ojojofo|1|1 1|1

ﬁg

Keller
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H Albert-Ludwigs-Universitat Freib
A\ Keller-Automaten beschreiben genau Sribudwigs - VTS e T eourd

Institut fir Informatik
= = Rechnernetze und Telematik
die kontextfreien Sprachen Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Theorem

— Eine Sprache ist genau dann kontextfrei, wenn ein Kellerautomat sie
erkennt

> Beweisideen
— Hinrichtung

¢ durch Bau eines Kellerautomaten der die Regeln im Keller rat

¢ und dann beim Einlesen der Eingabe verifiziert
— Ruckrichtung

e durch spezielle Variablen A[pq] die Zustéande bei gleicher Hohe des
Kellers beschreiben

¢ Dadurch ergeben sich die Ableitungen
= relativ aufwandige Konstruktion
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Institut fur Informatik
Rechnernetze und Telematik

A Beispiel kO nStru kti O n fu r Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

H i nriChtung Prof. Dr. Christian Schindelhauer
»Grammatik: G = (V,Z,R,S) mit
_V = {S,AB}
- ={a,b,c}

>»R={ S —AB,
A — BB,
A— a,
A — c,
B—Db}

> Beispiel:

- S Keller: $S  Eingabe: cb
= AB Keller: $BA Eingabe: cb

= cB Keller: $B  Eingabe: b
=cb Keller:$ Eingabe: -
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A Chomsky_1 . (WaChsend) KOntext- Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

Institut fur Informatik

sensitive Sprachen und NSPACE(n) Prof. br. Ghaistian Sohindehauer
» Definition (Wachsend) Kontextsensitive Grammatik

— Eine wachsend kontext-sensitive Grammatik ist ein Vierer-Tupel
G=(V,Z,R,S), mit

e Variablen V (Nichtterminale)
e Terminalen X und
¢ einer Regelmenge R

» Jede Regel besteht aus einer Variable und einem Kontext a, 3, wobei die
Variable auf ein Wort mindestens der Ladnge 1 abgebildet wird:

" AR = oy MitA € V, [y|>1, a,B,y €  EUV)*
» oder S — ¢

e SV istdie Startvariable

— Die kontextsensitive Grammatiken produzieren die kontextsensitiven Sprachen CSL
» Theorem

— CSL = NSPACE(n)
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,A\ Beispiel einer kontext- o et ir Informaie

Rechnernetze und Telematik

SenSitiven Gram mati k Prof. Dr. Christian Schindelhauer
» G=(V,Z,R,S) mit > Beispiel:
— Variablen V = {S,B,C,D} >S = aSBC
— Terminalen X = {a,b,c} = aaSBCBC
- Rege|n R: = aaaBCBCBC
¢S — aSBC = aaaBDBCBC
S — aBC = aaaBDCCBC
e CB — DB = aaaBBCCBC
* DB — DC = aaaBBCBCC
e DC —BC
e aB — ab => aaaBBBCCC
e bB — bb = aaabBBCCC
= aaabbBCCC
*bC — bc — aaabbbCCC
ecC—cc = aaabbbeCC
— Startsymbol: S => aaabbbccC
= aaabbbccc

»L(G) ={a"b"c"|n> 1}
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg

A ChomSky'1: (WaChsend) Kontext- Institut far Informatik
mg= Rechnernetze und Telematik

sensitive Sprachen und NSPACE(n) Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Theorem
— CSL = NSPACE(n)
> Beweisidee
— CSL € NSPACE(n)
e NTM M rat die Ableitungen bis die Eingabewortlage erreicht wird
e M akzeptiert, falls die Eingabe abgeleitet worden ist
¢ Problem: nichthaltende wiederholende Berechnungspfade
¢ | Osung:
= M flhrt einen Zahler, der mit jeder geratenen Produktion um eins
erhoht wird.

= Uberschreitet der Zahler 2¢n, fiir geeignete Konstante ¢, dann
verwirft M

¢ Diese Losung funktioniert, da hochstens 2°" mogliche
Zwischenschritte in der minimalen Ableitung einer kontextsensitiven
Sprache vorkommen
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Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
ChomSky'1: (WaChsend) Kontext- Institut fir Informatik

=y Rechnernetze und Telematik
sensitive Sprachen und NSPACE(n) Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Theorem

— CSL = NSPACE(n)
> Beweisidee

— CSL D NSPACE(n)

e Betrachte 1-Band-NTM mit linearem Platz, die genau auf der Eingabe rechnet und keine
weiteren Symbole des Bandes bearbeitet

¢ Die Berechnung der 1-Band-NTM wird rickwarts dargestellt
e Fir jedes Eingabesymbol a wird durch eine Variable A und ein Terminal a dargestellt

¢ Am Anfang wird eine akzeptierende Konflguratlon erzeugt durch entsprechende Regeln:
Von Startsymbol S — “Q,,, _ _ _ _ _

e Fiir jeden Ubergang (q,a) — (q’,r,b) der NTM fUhre zwei Variablen

" Xjga) —(@.ro) YN Vg2 — (g roy €N
¢ Nun werden fir (g,a) — (q’,r,b) die folgenden Produktionen eingfligt
- BQ ~ X0 - @
" Xiga) - @ > Xjqa) — (@bl (@8 — (.0
" X{g.a) = @] Liia.a — @.rb) = QY0 — (@rb)
" QY0 — @by — QA

e Uberginge (q,a) — (9’,l,b) werden analog bearbeitet
e Damit wird die Berechnung rlickwarts dargestellt
e Am Ende werden die Terminale A — a eingesetzt: Die “Ruckwartsrechnung halt”
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1 - Albert-Ludwigs-Universitat Freib
A\ Chomsky-0: Allgemeine Grammatiken SO ot fir Informatih

Institut fur Informatik

. s Rechnernetze und Telematik
und Rekursiv Aufzahlbar Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Definition Allgemeine (Chomsky-0) Grammatik

— Eine allgemeine (Chomsky-0) Grammatik ist ein Vierer-Tupel
G=(V,Z,R,S), mit

e Variablen V (Nichtterminale)
e Terminalen X und
¢ einer Regelmenge R

» Jede Regel besteht aus einem Wort o € (£ U V)* auf der linken
Seite und einem Wort § € (£ U V)* auf der rechten

» Jede Regel a — f mit o, € (£ U V)* ist erlaubt
e ScV ist die Startvariable

> Theorem

— Die allgemeinen Grammatiken beschreiben genau die Menge der rekursiv
aufzahlbaren Sprachen
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1 - Albert-Ludwigs-Universitat Freib
A\ Chomsky-0: Allgemeine Grammatiken SO ot fir Informatih

Institut fur Informatik

. s Rechnernetze und Telematik
und Rekursiv Aufzahlbar Prof. Dr. Christian Schindelhauer

> Theorem

— Die allgemeinen Grammatiken beschreiben genau die Menge der rekursiv
aufzahlbaren Sprachen

> Beweisidee
— Hinrichtung:
e NTM rét eine Ableitung und versucht dadurch aus dem Startsymbol
das Eingabe-Wort abzuleiten

¢ Falls keine Ableitung maoglich, halt die NTM nie
— Ruckrichtung

e Berechnung einer NTM wird umgekehrt

e Ausgehend von der (eindeutigen) Endkonfiguration mit leerem Band
(als Startsymbol) wird jeder Konfigurationstibergang durch lokale
kontextsensitive Ableitungsregeln beschrieben

= wie bei der Konstruktion fir kontextsensitive Sprachen

¢ Blank-Symbole am rechten Speicherrand kénnen durch verklrzende
kontextsensitive Regeln erzeugt und wieder freigegeben werden
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» Formale Sprachen
— Chomsky-0 = Rekursiv Aufzahlbar
— Chomsky-1 = Kontextsensitiv = NSpace(n)
— Chomsky-2 = Kontextfrei = PDA

e Pumping-Lemma
— Chomsky-3 = Reguldr = NFA = DFA =

Space(0)

e Pumping-Lemma, Myhill-Nerode
» Berechenbarkeitstheorie
— Abzéhlbar

¢ Diagonalisierung
— Rekursiv Aufzéahlbar = Akzeptor

¢ Rekursiv Ko-Aufzahlbar

¢ Diagonalisierung, Abbildungsreduktion
— Rekursiv = Entscheidbar

¢ Diagonalisierung, Abbildungsreduktion,
Turing-Reduktion

— Beschreibungskomplexitat
e Unkomprimierbarkeit von Worten

Vorlesung

Informatik Il

Zusammenfassung der

Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg
Institut fir Informatik

Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

» Komplexitatstheorie

— DTM, NTM

e Bander, Konfigurationen
— TIME(T(n)), NTIME(T(n))
- P,NP

¢ Abbildungsreduktion

* NP-schwierig

e NP-vollstandig

e SAT, 3-SAT, Clique, Subset-
Sum, Hamiltonian

e Approximationsalgorithmen
— NSPACE(S(n))

e C SPACE(S(n)?) Satz von Savitch
— PSPACE

e PSPACE-schwierig

e PSPACE-vollstandig

e QBF

28. Vorlesung - 19



Ende der

28.

CoNe
Freiburg

Albert-Ludwigs-Universitit Freiburg
Rechnernetze und Telematik

Prof. Dr. Christian Schindelhauer

Vorlesung

Arne Vater
Wintersemester 2006/07
28. Vorlesung
09.02.2007

20



