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Losungen zur Nachklausur der dritten Miniklausur

Aufgabe 1 5 Punkte

Das Problem HALF-CLIQUE ist wie folgt definiert.

HALF-CLIQUE = {(G) | G = (V, E) ist ein ungerichteter Graph, der eine Cli-
que mit mindestens |2ﬂ Knoten enthiilt. }

Zeigen Sie, dass HALF-CLIQUE NP-vollstdndig ist.

HALF-CLIQUE ist in NP:

Es gibt einen Verifizierer fir HALF-CLIQUE. Hierzu werden |V'|/2 Knoten geraten.
Der Verifizierer tiberpriift nun, ob zwischen allen geratenen Knoten eine Kante exis-
tiert. Die Laufzeit dieses Algorithmus ist hochstens quadratisch in der Eingabelédnge
und damit polynomiell zeitbeschréinkt.

HALF-CLIQUE ist NP-schwierig:
Laut Vorlesung ist CLIQUE NP-vollstindig. Wenn nun CLIQUE <, ,
HALF-CLIQUE gilt, dann folgt, dass HALF-CLIQUE NP-schwierig ist.

Beweis der Reduktion CLIQUE <,,, , HALF-CLIQUE
Die Reduktionsfunktion unterscheidet drei Fille. Sei V' = V(G).

1. Fall: £ = |V|/2. Dannist f(G, k) = G.

2. Fall: k > |V|/2. Dann bildet f(G, k) auf einen Graphen G’ ab, der G beinhaltet
und noch 2k — |V/| zusitzliche Knoten hat, die an keiner Kante liegen.

3. Fall: k < |V|/2. Dann bildet f(G, k) auf einen Graphen G’ ab, der G beinhaltet
und noch einen zusitzlichen vollstindigen Graph mit |V| — [k/2] Knoten hat.
Jeder dieser Knoten hat Kante zu allen Knoten aus G. Falls k ungerade ist, wird
noch ein einzelner Knoten ohne jede Kante eingefiigt.

Laufzeit: Es ist offensichtlich, dass diese Operation in polynomieller Zeit berechnet
werden kann, da nur Knoten oder Teilgraphen polynomieller Linge eingefiigt werden.
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Beweis der Korrektheit:

1. Fall (G, k) € CLIQUE. Dann besitzt G eine Clique der GroBe k. Dann besitzt
nach Konstruktion G’ eine Clique der GroBe |V (G')|/2, daim 2. Fall |V (G")| =
2k — |V| + |V|istund im 3. Fall |V(G")| = |V| + |V| — k/2 = 2|V| — k und
eine Clique der GroBe k + |V| — k/2 = |V| — k/2 existiert. Falls im 3. Fall k&
ungerade ist, dann ist |V (G’)| = |V |+ |V|—k/2 = 2|V| —k — 1 und eine Clique
der GroBe k + |V| — [k/2] = |V| — k — 1/2 existiert.

2. Fall G’ € HALF-CLIQUE.

Im ersten und zweiten Fall ist es offensichtlich, dass G nun eine k-Clique be-
sitzt. Fiir den dritten Fall beobachtet man, dass wenn G’ eine |V (G’)|/2-Clique
besitzt, dass dann eine solche Clique existiert, in der alle zugefiigten Knoten be-
teiligt sind. Hat man eine Clique, die diese unvollstindig benutzt, so kann man
diese mit diesen zugefiigten Knoten zu einer grof3eren Clique ergidnzen. In jedem
Fall besitzt der urspriingliche Graph dann mindestens eine k-Clique.

Aufgabe 2

1. Aus SAT ¢ P folgt CLIQUE ¢ P. 2 Punkte

X | Die Aussage ist korrekt.

Die Aussage ist falsch.

Bis jetzt ist die Richtigkeit unklar. Aus der Aussage folgte aber, dass

= , was dramatische Konsequenzen hiitte.

Beweis:

Aus CLIQUE € P folgt wegen der NP-Schwierigkeit von CLIQUE, dass P =
NP. Weil laut Vorlesung SAT € NP folgt, dass SAT € P. Also gilt

CLIQUE € P =— SAT ¢ P

Das ist dquivalent zur Aufgabenstellung.
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2. Das Komplement jeder NP-Sprache ist in PSPACE. 3 Punkte

X

Die Aussage ist korrekt.
Die Aussage ist falsch.

Bis jetzt ist die Richtigkeit unklar. Aus der Aussage folgte aber, dass

Beweis:

= , was dramatische Konsequenzen hiitte.

Laut Vorlesung ist NP C PSPACE. Also ist co-NP C co-PSPACE. PSPACE ist unter
Komplement abgeschlossen. Also ist co-NP C PSPACE.

Aufgabe 3 5 Punkte

Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

1. 2-SAT <,,, 3-SAT 2 Punkte

2-SAT ist ein Spezialfall von 3-SAT. Daher kann man als Reduktionsfunktion
die identische Funktion wihlen. Die Korrektheit und die polynomielle Laufzeit
folgen unmittelbar.

2. 4-SAT <, , 3-SAT 3 Punkte

3-SAT ist NP-schwierig. Daher kann man jedes NP-Problem auf 3-SAT reduzie-
ren. 4-SAT ist ein Spezialfall von SAT und daher in NP. Somit kann man 4-SAT
auf 3-SAT reduzieren.




